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Absztrakt. A binaris képfeldolgozas szamos alkalmazasaban gyakran
vizsgalt probléma a topolégia megérzésének biztositasa, amelyben az
egyszert pontok fogalma kulcsszerepet jatszik. Az e probléméaval foglal-
kozé irodalomban elsgsorban a konvencionalis négyzet- és kockamozaikon
mintavételezett 2D ill. 3D képekre vonatkozoan taldlhatunk eredménye-
ket. Ebben a cikkben a BCC racsbeli egyszeri pontok néhany jellemzését
adom meg.

1. Bevezetd

A 3D digitalis képeket leggyakrabban a kockamozaikon mintavételezik, amely-
alapszik. Azonban egy ettdl eltéré 3D struktira, a teret csonkolt oktaéderek-
re particionalo tércenrdlt kockardcs (body-centered cubic grid, BCC rdcs) is je-
lent6s tudoményos érdeklédésnek 6rvend a képfeldolgozasban és a digitalis ge-
ometridban a hagyomanyos kockardccsal szembeni elényei miatt [2, 10, 14,15, 17,
18]. Egyrészt a BCC racs sokkal hatékonyabbnak bizonyul a 3D képek minta-
vételezésében, mert a kitoltési stirtisége, azaz a voxelbe irhat6 legnagyobb gémb
térfogatanak és a voxel térfogatanak az aranya kisebb, mint a konvencionalis
mintavételezési séma esetén [14]. Egy maésik elénye ennek az alternativ tesszel-
lacidnak az egyszeribb OsszefliggGségi strukturdjan alapszik. A 3D Jordan té-
tel szerint egy egyszerd zart felszin a komplementerét két komponensre osztja
[11]. A kockaracson, ahol a szomszédos racspontok csicson, élen vagy lapon osz-
tozhatnak, a Jordan tulajdonsag diszkrét megfelelGje csak akkor teljesithetd, ha
kiilonb6z8 Osszefiiggdségi relaciokat haszndlunk az elGtérhez és a hattérhez is.
Viszont a BCC racson csak lapszomszédokrol beszélhetiink, igy ez esetben nem
keletkezik Osszefiigg@ségi paradoxon [14].

A topologia-megorzés a digitalis topologia alapprobléméja. A javasolt 3D
topologiai algoritmusok leginkabb a kockaracson alapulnak, de ezek mellett né-
hany nem standard racson mikods eljarast is javasoltak [3,12,13,15]. A to-
polégia-megdrzés ellenGrzése az egyszerd pontok fogalman alapszik: egy objek-
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egyszerid pontok szadmos jellemzését javasoltdk mar kockardcson mintavételezett
3D képekre [5,6,9], viszont a BCC racson ugyanezt eddig csak egyetlen kozle-
ményben vizsgaltak [16]. Ennek a cikknek a célja e hidny potlasa az egyszerid
pontok néhany vizudlis jellemzésének megadéasaval az utobbi racson.

A cikk tovabbi felépitése a kovetkezs: A 2. fejezetben attekintem a 3D digitalis
topologia BCC racsra vonatkozo alapfogalmait. A 3. fejezetben megadok néhany
olyan pontkonfiguraciét, amelyek lehetévé teszik az egyszeriiség hatékony vizs-
galatat, azonkiviil az egyszert pontoknak bemutatom két kdnnyen vizualizalhatd
jellemzését, amelyek a Kong nevéhez fiz6d6 csatolt halmaz fogalman alapulnak
[6]. Végiil az Gsszefoglalas kovetkezik.

2. Fogalmak és jelblések

Ebben a fejezetben attekintem a digitalis topologia alapfogalmait [8].
A BCC racsot a Z* halmaz alabbi részhalmazaként definidljuk:

B={(z,y,2) € Z3| =y =z (mod 2)}.

B elemeit pontoknak nevezziik. Egy p = (ps,py,p.) € B pontnak az alabbi
harom fajta szomszédsigat definidlhatjuk:

Ne(p) = {0 = (¢2:9y,q=) €B | [p2 — qu| + [Py — ay| + P2 — ¢-| = 2},
Ns(p) ={q = (¢2:9y,4z) €B | [p2 — qu| + |Py — 4| + P> — ¢-| = 3},
Ni4(p) = N(p) U Ng(p).

Tovabba legyen N;(p) = Ni(p) \ {p} (k € {6,8,14}). Az la. dbra Ny4(p) ele-
meit, az 1b. dbra pedig e pontoknak egy indexelését mutatja. A B racs mozaikos
lyeket vozeleknek neveziink (lasd 1c. dbra). A p és ¢ € Nj4(p) pontok egymaéssal
14-szomszédosak.

Legyen X C B egy nemiires ponthalmaz. A kiilénb6z6 pontokbdl allo X
(o, 21, ... Ts) sorozatot xo-bol xs-be tartd s hosszisidga 14-utnak nevezzik X-
ben, ha x; 14-szomszédos z;_1-gyel (i = 1,...,s). Két p,q € B pontot 14-
osszefliggének neveziink az X C B halmazon, ha van X-beli 14-ut p-bdl g-ba. Az
X halmaz 1/-dsszefiiggé az Y O X ponthalmazon ha barmely két X-beli pont
14-6sszefiiggd Y-on. Az X halmaz egy 14-komponens az Y O X ponthalmazon,
ha X 14-6sszefiiggd Y-on, de az X U{y} halmaz nem 14-6sszefliggs Y -on semelyik
y € Y\ X pontra (azaz X egy maximalisan 14-0sszefiiggd ponthalmaz Y -on).
Az S halmaz elemeinek szamat |S|-el jeloljik.

A digitalis képek [8]-ban ismertetett fogalméval sszhangban a (14, 14) bindris
digitalis képet egy P = (B, 14, 14, B) négyesként definialjuk. Egy B C B halmaz-
beli pontot fekete pontnak neveziink és az 1 értéket rendeljiik hozza. A P kép
véges, ha véges sok fekete pontot tartalmaz. Egy B\ B-beli pontot fehér pontnak
neveziink és a 0 értéket rendeljiik hozza. Mind a fekete, mind a fehér pontok-
nak a 14-szomszédsagot feleltetjiik meg. Egy fekete komponens vagy objektum
egy B-beli 14-6sszefliggé ponthalmaz, mig egy fehér komponens egy B\ B-beli
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1.4abra: Ni4(p) elemei a B racson (a). Az Ng(p) halmaz p-t és a hat “&” jelolesi
pontot tartalmazza. Az Ns(p) halmazba p és a nyolc “4” jelolést pont tartozik. Niy(p)
pontjainak indexelési séméja (b), és ezeknek a pontoknak a voxeles reprezentacioja (c).

14-6sszefiiggé ponthalmaz. Feltételezziik, hogy egy kép véges sok fekete pontot
tartalmaz. Egy fekete pontot hatdrpontnak neveziink egy képen, ha az legalabb
egy fehér ponttal 14-szomszédos Egy p fekete pontot izoldlt pontnak neveziink a
(B, k, k, B) képen, ha az egy egyetlen pontbol 4116 objektumnak felel meg (vagyis
N (p)NB =10). A véges képeken levé egyetlen végtelen fehér komponens a hdt-
tér, mig a véges fehér komponens neve fireg.

Egy redukcié egy binaris képet ugy alakit at, hogy azon csak bizonyos fekete
pontokat valtoztat fehérré, azaz csak 1-eseket torol. Egy parhuzamos redukcié a
feltételeinek megfelel§ pontokat egyszerre torli.

Egy 3D redukcié nem drzi meg a topoldgidt, ha egy fekete komponenst, tobb
részre vag vagy teljesen torol, egy fehér komponenst Gsszeolvaszt egy masik fehér
komponenssel, egy 1j fehér komponenst hoz létre, vagy megsziintet /1étrehoz egy
lyukat.

Egy egyszeri pont alatt olyan fekete pontot értiink, amelynek torlése topolo-
gia-megdrzd redukeio [8].

3. Egyszerii pontok jellemzése

A kockamozaikon mintavételezett 3D képekre Kong kordbban bizonyitotta, hogy
egy pont egyszeriisége egy lokalis tulajdonsag, amely a pont 3 x 3 x 3-as kdrnye-
zetének vizsgalataval eldonthets [6]. KésGbb ezt az eredményt adaptalta Strand
és Brunner a BCC racsra:

1. tétel. [16] A (B, 14,14, B) képen levd p hatdrpont akkor és csak akkor egy-
szerit, ha az aldbbi két feltétel teljesiil:

1. A p pont az Ni,(p) N B halmaz egyetlen 14-komponensével 14-szomszédos.
2. A p pont az N14(p) \ B halmaz egyetlen 14-komponensével 14-szomszédos.
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A 2. dbra néhany példan keresztiil illusztralja az 1. tételt.
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2. abra: Példak egyszerd és nem egyszert pontokra. A “e” és “o” szimboélumok rendre
fekete és fehér pontokat jeldlnek. A p fekete pont csak az (a) abran egyszert, ahol az 1.
tételnek mindkét feltétele teljesiil. A (b) példan p izolalt fekete pont, mig a (c) esetben
N7i,(p) N B halmaznak két 14-komponense van, igy mindkét utobbi esetben sériil az
1. tétel 1. feltétele. A (d) konfiguraci6 olyan szituiciét mutat, amelynél az Ni4(p) \ B
halmaznak van két 14-komponense, ezért az 1. tétel 2. feltétele nem teljesiil.

Jelen cikkben elGszor bemutatok néhany olyan konfiguraciot, un. illesztémin-
tdkat, amelyekkel az 1. tétel feltételeinek ellendrzése leegyszertsithets. Egy fekete
pont egyszerd, ha az illesztémintak halmazanak legalabb egyik konfiguraciojara
illeszkedik.

Az alap illeszt6mintakat (roviden alapmintdkat) a 3. 4bra mutatja. A kovet-
kez6 jeloléseket hasznaljuk: A “e” és “o” szimbolumok rendre a fekete ill. fehér
pontoknak felelnek meg; a “.”-tal jellt pozicidkon szerepelhet fekete és fehér pont
is. A p-vel jelolt kozépst pozicio egy fekete pontnak felel meg. Az alapmintak
szamanak csokkentése végett tovabbi jeloléseket is alkalmazunk. Ha egy konfigu-
racié b-vel és w-vel jelolt elemeket is tartalmaz, akkor b fekete pontra illeszkedik
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vagy w fehér pontra illeszkedik. Az s és t jelolést pozicidk két kiillonbozd szint
pontnak felelnek meg.

Jeloljiik T-vel az alapmintakbol és azok elforgatott, tiikrozott és invertalt
valtozataibodl all6 halmazt. Egy illesztéminta inverzidja alatt azt értjiik, hogy
azon mindegyik pont szinét feketérdl fehérre ill. fehérrdl feketére modositjuk. A
T-beli illesztémintakra a kdvetkezs tétel mondhatd ki.

2. tétel. [4] Egy p fekete pont egyszerd egy (14,14) képen akkor és csak akkor,
ha az az illesztémintdk T halmazdnak valamelyik elemére illeszkedik.

Kong az egyszerd pontoknak egy maésik konnyen vizualizalhato jellemzését
javasolta a kockaracson, amely az un. csatolt halmaz fogalman alapszik [6]. A
tatom be a BCC racsra, amihez Kong cikkének néhany fogalmara tamaszkodok
a kovetkezSkben [6]. Jeldlje UC (p) = {f1,..., fia} a p voxel hatarat, ami a voxel
tizennégy lapjanak az unioja, ahol p és p; kozos lapja f; (i =1,...,14) (lasd az
1b. abrat). Két lap az U (p) univerzumban szomszédos egyméssal, ha van kozos
éliik. Az n darab lapbél allo F' C U®(p) halmazt (1 < n < 14) dsszefiigginek
nevezziik, ha az elemeit egy (f;,,..., fi, ) sorozatba rendezhetjiik tgy, hogy f;,
és fi.,, szomszédosak egymassal barmely k = 1,...,n — l-re.

Tegyiik fel, hogy p egy objektum voxel a P = (B, 14,14, B) képen. Akkor a
p voxel PO-csatolt halmazdt az alabbi médon definidljuk:

AP(p)={fi | fi€U(p) és p;eB}.

A fenti halmaz komplementerét A(p) a kovetkezé modon értelmezziik:

AC(p) =U(p) \ A(p)-
A fenti terminolégia hasznélataval az aldbbi tételt fogalmazhatjuk meg:

3. tétel. [4] Legyen P = (B, 14,14, B), p € B, és legyen A°(p) a p vozel PO-
csatolt halmaza. A p vozel akkor és csak akkor egyszeri a P képen, ha A°(p) és

az A9(p) komplementere egyardnt nemiires és sszefiiggd.

Bar a BCC racsbeli voxelek nem kocka alakiak, a kockaracshoz hasonléan
a B racson is megadhato a csatolt halmaznak egy “kocka-alapti” adaptacioja.
Ebbdl a célbdl tekintsiink az euklideszi térben egy C egység racskockat, amelynek
kozéppontja egy B-beli p pont, tovabba a cstcsai, élei és lapjai az alabbi halmazok
elemei:

V = {v; | v; egybeesik p;vel N§(p)ben},
E = {e;; | e;; 6sszekéti a v; és vjcstcsokat a C rdcskockaban},
F = {f; |fi metszi a p és p;ys € N¢(p) pontok kézotti élt}.

Legyen U% (p) = VU{e; j\V | e;; € E}U{fi\E | f; € F}, vagyis ez a halmaz
Osszesen huszonhat elemet tartalmaz a kocka hataran: nyolc cstcsot, tizenkét
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3.abra: Az egyszert pontok jellemzésére szolgalé alapmintak (14,14) képeken. Min-
degyik alapminta elforgatott, tiikrozott és invertalt valtozatai is egyszerd pontokra
illeszkednek.
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nyitott élt (csucsok nélkiil) és hat nyitott lapot (élek és cstucsok nélkiil). Azt
mondjuk, hogy az e, ; €l (a csticsaival egyiitt) az e; ; \ V nyitott él lezdrtja, és az
fi lap (éleivel és csticsaival egyiitt) az f; \ E nyitott lap lezdrtja. Az x,y € U (p)
elemek szomszédosak, ha y € UC(p) \ V (azaz y egy nyitott él vagy nyitott lap),
tovabbé y lezéartja tartalmazza x-et és forditva.

Egy S C UY(p) halmaz §sszefiiggd, ha az elemei (s;,, ..., s;, ) sorozatba ren-
dezhetSk tgy, hogy s;,, és s;,, szomszédosak egymadssal barmely k = 1,...,n—1-
re. Be kell még vezetniink néhany tovabbi jeldlést abboél a célbol, hogy UC (p)
néhany specialis részhalmazara hivatkozni tudjunk:

Uy = {v; | pi € Ns(p) N B},
U = {ei; | pi,p; € Ns(p) N B},
Us ={fi \ E | pi+s € Ns(p) N B}.

Most mar definidlni tudjuk a p pont P-csatolt halmazat és komplementerét
is:

A% (p) =U, VU, U U3,
AC(p) =U%(p) \ A° (p).

A kovetkezd tétel a 3. tételhez hasonl6 ekvivalenciat fogalmaz meg:

4. tétel. Legyen P = (B, 14,14, B), p € B, és legyen A€ (p) a p vowel P -csatolt
halmaza. A p voxel akkor és csak akkor eqyszerd a P képen, ha az A° (p) halmaz

és annak A€ (p) komplementere egyszerre nemiiresek és Gsszefiiggdek.

A 4. adbra néhany illusztrativ példat mutat a 3. és a 4. tételekre. A csatolt
halmazok 3D reprezentacidéjainak hatranya, hogy azokon nem lathatjuk a voxel
mindegyik lapjat. E probléma kikiiszébolésére Kong a Schlegel diagramok hasz-
nalatat javasolja, amelyek az n-dimenziés poliéderek specidlis n — 1 dimenzibs
5. abran a 4. abrabeli csatolt halmazoknak megfeleltetett Schlegel diagramok
szerepelnek. Vegyiik észre, hogy a voxel egyik lapja nem lathatoé a diagram kiilsé
élei altal hatarolt teriileten: ez a lap a diagram hatterének (azaz a kiils§ élein
kiviil es6 résznek) felel meg.

4. Osszefoglalas

Ez a cikk a (14,14) képbeli pontok egyszertiségének néhany 1j jellemzését tar-
gyalta. ElGszor az egyszert pontokat néhéany illesztémintaval illusztraltam, majd
Kong csatolt halmazénak egy “oktaéder-alapd” és egy “kocka-alapt” adaptéa-
ci6jat is bemutattam. Fontos megjegyezni, hogy bar az egyszert pontok fogalma
segitséget jelent a képmiiveletek topologia-megérzé jellegének ellenérzésében,
azonban az egyszertiség énmagaban altaldban nem elegendé a parhuzamos kép-
miveletek topologiai korrektségéhez. Ezért a késGbbiekben a BCC racson értel-
mezett redukcidk topologia-megdrzésének elegendd feltételeit is szeretném kidol-
gozni.
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4. abra: Peldak PO (p)- és P (p)-csatolt halmazokra. A p pont egyszert az (a) abran,
de nem egyszert a (b) esetben, mert A (p) és A (p) nem Gsszefiiggbek. A csonkolt
oktaéder sziirke lapjai reprezentaljak az A° (p) halmazbeli elemeket, mig a fehér lapjai
az A9 (p) halmazhoz tartoznak. A jobb oldali kocka sziirke lapjai, vastag vonalszeg-
mense és fekete csicsai .Ac(p) halmazbeli elemeknek felelnek meg, mig a fehér lapok,
szaggatott vonalszegmensek és fehér csticsok az A€ (p) halmaz elemei.
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