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Jelölések 

Az alábbiakban az értekezésben leggyakrabban használt jelöléseket foglaljuk össze. Az 

általunk a vektor- és tenzoranalízis körébe tartozó összefüggésekben használt rendszer a 

kontínuumok mechanikájában elterjedt jelölésrendszer [1], és az egységesség miatt az egész 

értekezésben ezt használjuk, hacsak külön nem jelöljük az ettıl való eltérést. 

 

Ω  Képtér, a képfüggvény értelmezési tartománya, folytonos kétdimenziós 

ponthalmaz: 2Ω ⊂ ℝ  

δΩ  Az 2Ω ⊂ ℝ  tartomány határpontjainak halmaza (a határpontok tetszılegesen 

kicsiny nyílt környezete tartalmaz Ω -beli és azon kívüli pontokat is) 

dΩ   A képtér felületeleme kettıs integrálként. A kettıs integrált a felületeleme 

  definiálja, ezért általában nem használunk két integráljelet: Ld Ld
Ω Ω

Ω ≡ Ω∫ ∫∫  

dxdy   A képtér felületeleme kétszeres integrálként 

W   Lokális téglalap alakú integrálási tartomány, W ⊂ Ω  

dW   A lokális integrálás felületeleme kettıs integrálként 

d dξ η   A lokális integrálás felületeleme kétszeres integrálként 

I  Képfüggvény, intenzitásfüggvény. A képtér pontjain értelmezett: ( ),I I x y= , 

( ),x y ∈ Ω  

0I , 1I  A számokkal kiírt indexek egy képsorozat egymást követı elemeire utalnak 

,  z WI f  A parciális deriváltak egyik jelölése. Az optikai áramlás egyenleteiben pl. 

( ), ,z x y t∈ , a kvadratikus transzformáció egyenleteiben pl. ( ), ,W X Y Z∈ . 

Megjegyezzük, hogy a rövidség kedvéért az indexhalmaz elemeit nem 

zárójelezzük (nem használjuk a { } { } { }( ), ,z x y t∈  jelölést) 

( ),  ,  
n

f f f′ ′′  Ritkán, egyváltozós, magasabb rendő deriváltakat tartalmazó kifejezésekben a 

vesszıs derivált jelölés is elıfordul 
( ), ...

n
n

n

df d f
f f

dx dx
′ = =  
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, ,
d

dt x

∂
∂
⋯  A közönséges és parciális deriválás (operátorának) másik használatos jelölése 

I∇  A kétdimenziós képfüggvény-gradiens jelölése, 
T

x yI I I ∇ =     

u  Az elmozdulás mezı 
T

u v =   u , komponensei az optikai áramlás 

egyenleteiben a képkoordináták (ismeretlen) függvényei: ( ),u u x y= , 

( ),v v x y=  

, ,α β γ  A súlyfaktorokat általában a görög ABC elejérıl választott betőkkel jelöljük 

⊗/  A direkt (diadikus, tenzor) szorzat jelölésére nem használjuk a „lámpaszorzás” 

jelét, ha vektorok között nincs mőveleti jel, akkor a mőveletet direkt 

szorzásnak tekintjük 

i  A skaláris szorzat jelölésére a pontot használjuk, ortonormált 

koordinátarendszerben a koordinátaszorzatok összege, pl. x yI I u I v∇ ⋅ = +u . 

Két diád skaláris szorzata: ( )⋅ = ⋅tu vw u v tv , mivel a másodrendő tenzorok 

bázisát diádok alkotják, két másodrendő tenzor skaláris szorzata mátrix 

reprezentációban a szokásos mátrixszorzat 

× A vektoriális szorzat jelölésére a keresztet használjuk 

G  Folytonos síkgörbe 2G ⊂ ℝ  nem-paraméteres jelölés 

i , j , k  A standard bázis 3
ℝ -ban 

r  Az egyparaméteres síkgörbe jelölése ( ) ( ) ( )t x t y t= +r i j , koordinátákkal: 

( ) ( ),
T

x t y t   . Az általános paraméterezés t -vel, az ívhossz szerinti s -sel 

jelölt. Az általános paraméter szerinti deriválást rɺ -tal vagy tr -vel jelöljük 

e  Az egyparaméteres síkgörbe érintı egységvektora: x ye e= +e i j
ɶ ɶ , koordináták-

kal: ,
T

x ye e   ɶ ɶ . Egy vektor komponenseit indexben jelöljük, de a parciális 

deriváltaktól való megkülönböztetés céljából felülhullámozzuk 

S  A felület standard bázisban: ( ) ( ) ( ) ( ), , , ,u v X u v Y u v Z u v= + +S i j k   
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uS , vS  Lokális koordinátabázis (természetes bázis, kovariáns bázis) a felületen, 

koordinátái a standard bázisban: u u u uX Y Z= + +S i j k , v v v vX Y Z= + +S i j k  

uS , vS  A lokális bázis duális bázisa (kontravariáns bázis, inverz bázis), amelyre igazak 

a következı azonosságok: 1u v
u v⋅ = ⋅ =S S S S , és 0u v

v u⋅ = ⋅ =S S S S  

∇w  A tetszıleges w  mennyiség (skalár, vektor, tenzor) jobb oldali gradiense 

u v
u v∇ = +w w S w S . A bal oldali gradiens u v

u v∇ = +w S w S w . A kétféle 

mennyiség skalárok esetén megegyezik, vektorok esetén pedig egymás 

transzponáltjai 

du  A differenciális elmozdítás vektora: u vd du dv= +u S S . Kontrakciója egy 

skalár gradiensével: ( ) ( )u v
u v u v u v

f d f f du dv f du f dv∇ ⋅ = + ⋅ + = +u S S S S  a 

du  irányba esı iránymenti (vagy abszolút) derivált 

f∇∇  A parciálisok kommutációja (szimmetria) miatt standard bázisban egy skalár 

második gradiensére mindig ugyanaz az eredmény adódik: 

( ) ( ) ( ) ( )f f f f∇ ∇ =∇ ∇ = ∇ ∇= ∇ ∇ ezt jelöljük a f∇∇  szimbólummal 

u v= ×N S S  A felület normálvektora, hossza N , a paraméterezésnek is függvénye, 

invariáns mennyiség csak a normál egységvektor lehet 

n  A felület normál egységvektora: =
N

n
N

 

∇ ⋅ n  A normál-egységvektor mezı divergenciája, mivel skalár mennyiség: 

( )div = ∇ ⋅ = ⋅ ∇n n n , megjegyzendı, hogy pontbeli értéke a pontbeli 

átlaggörbület mínusz kétszerese 
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I. Bevezetés 

A variációs módszerek széles körben használatosak minden olyan problémánál, amely 

funkcionálok szélsıérték helyének megkeresésére vezethetık vissza. Ilyenek pl. az elméleti 

fizika legkisebb hatás elvei mozgásegyenletek és téregyenletek levezetésére, vagy a görbült 

terek geometriájában az egyenes fogalmának általánosítása, a geodetikus, mint a tér két pontja 

közötti legrövidebb út [2,3,4]. Hasonló optimalizációs problémák megjelennek a gépi látásban 

is. A teljesség igénye nélkül néhány olyan területet említünk, ahol szerepük kiemelkedı: 

képtartalmak szegmentációja, mozgáselemzés, képrekonstrukció, (3D) színtér rekonstrukció, 

regisztráció.  

A funkcionál szélsıérték helyének keresése parciális differenciálegyenletekre, az Euler-

Lagrange egyenletekre vezet. Bizonyos esetekben, pl. szegmentáció, vagy 3D rekonstrukció 

esetén, ahol változó topológiához kell alkalmazkodni, speciális numerikus módszerek jelentek 

meg. Ezek közül általánosságával és sikerességével kiemelkedik a Level Set módszer.  

Figyelmünket az értekezésben három területre koncentráljuk, ahol új eredményeket 

értünk el. Ezek a következık: 

• Optikai áramlás: keresztkorrelációs adattag bevezetése, megvilágítás-változást jól tőrı 

egyenletek levezetése, az eredmények alkalmazása áramlásmezı számítására 

• Aktív kontúrok: lokális összehasonlítási tartományok definiálása, javaslat energia 

funkcionálra, egyenletek levezetése, az eredmények alkalmazása határozott élekkel 

nem rendelkezı képek szegmentálása  

• 3D rekonstrukció: képrészletek közötti kvadratikus transzformáció levezetése, az 

eredmények alkalmazása egy speciális variációs rekonstrukcióhoz 

A fenti eredmények levezetése érdekes elméleti kérdéseket vet fel, illetve nagyobb 

összefüggésekre mutat rá. Néhányat már itt megemlítünk:  

A keresztkorreláció Lagrange függvényként való alkalmazása lokális integrál 

megjelenését (mint integrandus) eredményezi az energia funkcionálban. A származtatható 

Euler-Lagrange egyenletek ennek következtében végtelen sorként állnak elı.  

A lokális tartományok leírása lokális koordinátarendszerrel lehetséges, a lokális 

koordinátarendszerek is lehetnek görbe vonalúak.  

Egy felület két vetülete közötti kvadratikus transzformáció meghatározott kapcsolatban 

áll a gyakran alkalmazott kameramodellekkel. Így a kvadratikus transzformáció lineáris tagja 
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lyukkamera modell esetén megegyezik az affin homográfiával, a felület másodrendő 

mennyiségeitıl megfosztott kvadratikus tagokkal együtt viszont a projektív homográfia 

másodrendő közelítését kapjuk. 

Az értekezés további fejezetei, tartalmuk:  a 2. fejezet a variációs elvek megjelenése a 

gépi látás különbözı területein. A 3. fejezet a keresztkorrelációs optikai áramlást, a 4. fejezet 

az aktív kontúrok újszerő alkalmazását, az 5. fejezet a 3D rekonstrukció területén végzett 

kutatás eredményeit foglalja össze. Ezek a fejezetek alkotják az értekezés téziseit. A 6. fejezet  

a tézisek tartalmának leírása.  
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II. Variációs elvek, megjelenésük a gépi látásban 

A variációs elv a legkülönfélébb tudományágak matematikai megalapozásának alapvetı 

eszköze. Alkalmazása olyan problémákra szokásos, ahol valamilyen mennyiség optimális 

megválasztásával egy egész tartományra vonatkozó érték – energiaintegrál, hibaintegrál, 

költségintegrál – minimumát keressük1. A keresett mennyiség az integrálási tartományon 

értelmezett függvény, az energiaintegrál integrandusa – az ú.n. Lagrange függvény – pedig az 

ismeretlen függvénybıl, és annak deriváltjaiból alkotott összetett függvény. Az integrál 

Lagrange függvényhez – és azon keresztül a keresett függvényekhez – egy valós értéket 

rendel. A függvényekhez valós értéket rendelı problémákkal általában a funkcionálanalízis 

foglalkozik. Ebben az értelemben a variációszámítás a funkcionálanalízis részterülete. A 

minimumkeresés eszköze a funkcionálhoz rendelt Euler-Lagrange differenciálegyenletek 

származtatása. Az egyenletek típusa a probléma dimenziójától, az ismeretlen függvények 

számától és az ismeretlen függvények deriváltjainak rendjétıl függ: a közönséges másodrendő 

differenciálegyenlettıl a magasabb fokú parciális differenciálegyenlet rendszerekig tart [2,5]. 

A Lagrange függvények valamilyen jól meghatározott fogalmat fejeznek ki. Ez lehet egy 

rendszer összes „energiája”, amit minimalizálni kell, de kifejezheti valaminek a 

megmaradását is, ekkor a megmaradó mennyiség változását minimalizáljuk. 

II.1. Variációs elvek és a gépi látás 

A gépi látás variációs módszereinek jelentıs részét teszik ki az energiaminimalizálásra építı 

módszerek. Ilyenek az aktív kontúr, aktív felület (deformálódó görbék, felületek), ezeket 

széles körben használják szegmentációra: közvetlen képi információk [38,41,43], de 3D 

objektumok is [36], rekonstrukcióra: 3D objektum [46,47] és színtér rekonstrukcióra. Az aktív 

kontúr módszerek kialakulásakor a paraméteres objektumreprezentáció volt jellemzı, a 

késıbbiekben a paraméterezés-független, ú.n. geometriai módszerek kerültek a figyelem 

középpontjába, amelyek biztosították a problémák invariáns megközelítését, elkerülve a 

paraméteres módszereket kísérı olyan jelenségek felléptét, mint a paraméterezés-függı 

megoldások lehetısége.  Lehetıvé vált továbbá az objektumok implicit görbeként, felületként 

való megadása, amely megnyitotta az utat szintfelület módszerek – Level Set method – 

alkalmazása elıtt. Bıvebben a IV. fejezetben lesz szó róluk. 

                                                 
1 Ritkábban elıfordul maximum, illetve stacionárius (inflexiós) megoldás keresése is. 
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Az energiaminimalizálásra építı módszerek közé sorolhatók a variációs alapú 

képkorrekciós, képtartalom-rekonstrukciós módszerek is. A képkorrekciónál (restoration) 

alapprobléma a zajos, elmosódott képek javítása. A klasszikus szőrık és iteratív, nemlineáris 

hıvezetési differenciálegyenleteken alapuló szőrési technikák [6] mellett itt is megjelent a 

variációs probléma megközelítés, a „total variation based” képkorrekció: Rudin, Osher és 

Fatemi [7]. Szemben más technikákkal, a korszerő, variációs elvekre alapozott képkorrekciós 

módszerek alkalmasak a finom textúra részletek megırzésére [8]. A képtartalom 

rekonstrukció (inpainting, interpoláció) feladata a hiányzó képrészletek helyettesítése a hiány 

környezetébıl származó információ felhasználásával úgy, hogy a fontos képjellemzık: élek, 

textúrák megmaradjanak az interpolált területeken. A számos lehetséges variációs 

megközelítés [9] közül kiemelhetı az aktív kontúrok és a „total variation based” technikák 

ötvözése [10]. 

A képregisztráció alapproblémája a különbözı helyekrıl (pl. panorámakép) és/vagy 

idıpontokban (változáskövetés) készült képek egymáshoz illesztése. Speciális alkalmazás a 

különbözı szenzorok általi objektumreprezentációk illesztése (multispectral, multimodal 

registration) amely alapprobléma a különbözı hullámhossztartományban készült légi 

felvételek és a különbözı elven mőködı orvosi diagnosztikai eszközök alkotta képek esetén. 

Variációs alapú regisztrációra a példák a következık: [11,12]. 

A megmaradó mennyiségekre alapozott módszerek közül kiemelendı a mozgáselemzés 

egyik alapvetı területe, az optikai áramlás számítása [21]. Alapvetıen videósorozatok 

szomszédos képei közötti elmozdulás mezı számítására alkalmazzák, de elıfordul 3D színtér 

áramlás számítása is [13,27], és felhasználása a regisztrációban. Kialakulásakor a megmaradó 

mennyiségnek a kézenfekvı képintenzitást választották [23]. A késıbbiekben a robusztusabb, 

pl. intenzitásváltozásra kevésbé érzékeny mennyiségek [26,28] jelentek meg Lagrange 

függvényként. Bıvebben a III. fejezetben lesz szó róluk. 

A gépi látás majdnem mindegyik variációs módszerére jellemzı, hogy a minimalizálási 

problémát leíró Lagrange függvénytag mellett simasági tag (tagok) is megjelenik 

(megjelennek). Ennek oka többféle lehet. Tipikus ok a képkészítéskor fellépı zajokkal 

szembeni védekezés, hiszen általában a képi információk mellett a képfüggvény – zajra 

érzékeny – parciális deriváltjai is szerepelhetnek a származtatott Euler-Lagrange 

egyenletekben. Máskor a probléma alulhatározottsága – mint optikai áramlásnál az ú.n. 

apertúra probléma, vagy a 3D rekonstrukciónál a takart részletek kezelése – (is) megköveteli a 

simasági taggal megvalósított regularizációt. 
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II.2. Adat- és simasági tagok 

Az alábbi néhány példa konkrét gépi látási problémák variációs megközelítésébıl származik. 

Szemléltetik az adat és simasági tagok jelentését és használatuk módját. A funkcionálok 

jelölésére a gyakran használt E  „energia” jelölést használjuk. Paraméterei az ismeretlen 

függvények. 

II.2.1. Horn-Schunck optikai áramlás nem linearizált adattaggal 

A variációs optikai áramlási funkcionál egyik legegyszerőbb alakja a képsorozat egymást 

követı két képének (0 és 1 indexekkel jelöltek) intenzitásfüggvényébıl: 0I , 1I  és az 

elmozdulás mezı komponenseinek parciális deriváltjaiból épül föl. A funkcionál ismeretlen 

mennyiségei az elmozdulás mezı komponensei: ( ),u u x y= és ( ),v v x y= , amely a 

képsorozat 0 indexő képérnek pixeleire alkalmazva az 1 indexő képet (annak közelítését) 

állítja elı:  

 
( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 2 2 2 2
1 0

1 0

,

, , , 1

x y x yE u v I I d u u v v d

I x y I x u y v t

α

Ω Ω

= − Ω + + + + Ω

= + + +

∫ ∫  (II.1) 

Az elsı tag az adattag: ( )21 0D I I= − , jelentése nyilvánvaló: akkor veszi fel minimumát, 

amikor a számított elmozdulás mezı komponenseit az elsı képre alkalmazva a második kép 

legjobb közelítését kapjuk. A második tag a simasági tag: ( )2 2 2 2
x y x yS u u v vα= + + + , amely 

itt az elmozdulások megváltozására ró ki minimalizálási feltételt olyan helyeken, ahol az nem 

egyértelmő, csökkentve az elmozdulás mezı divergenciáját. Az α súlyfaktor teremt 

egyensúlyt a kétféle követelménynek megfelelı hatás között. 

II.2.2. Kass-Witkin-Terzopoulos paraméteres aktív kontúr 

A paraméteres aktív kontúr egy egyszerő, élek detektálására alkalmas változata. Az ismeretlen 

függvény az egyparaméteres ( ),  0,1t t  = ∈  r r  síkgörbe, amely mentén az I  intenzitás-

függvény változása: I∇  maximális, azaz a görbe két oldalán mért intenzitások különbsége 

maximális. Tartalmazza még a görbe paramétere szerinti elsı- és másodrendő deriváltjait is. 

 ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 1 12 2 2

0 0 0

1 1

2 2
E I dt t dt t dt

t x t y t

α β= − ∇ + +

= +
∫ ∫ ∫r r r r

r i j

ɺ ɺɺ  (II.2) 
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Az elsı tag az adattag, a funkcionál az intenzitáskülönbség-maximum pontokon áthaladó 

görbén veszi fel minimumát, ezért negatív elıjelő. A görbe simaságáról a második 

„feszességi” és harmadik „merevségi” tag gondoskodik. A harmadik tag nélkül a görbe sarkok 

képzésére hajlamos. Ebben a felírásban a tagok hatásának kiegyensúlyozásáért felelı súlyok:  

( ) ( ),  =t tα α β β=  a görbe mentén változhatnak. 

II.2.3. Mumford-Shah szegmentáció 

A Mumford-Shah féle szegmentáció egyszerre állítja elı egy kép intenzitásfüggvényének 

tartományonkénti simított, zajoktól mentesített közelítését, és a tartományok határait. Ennek 

megfelelıen az ismeretlen függvények a képfüggvény részletenkénti simított közelítése f , és 

a részleteket elhatároló szegmentáló síkgörbe G . A funkcionál tartalmazza még az 

intenzitásfüggvény gradiensét is: 

 ( ) ( )
2 2

\

,

G G

E f G f I d f d dsα β γ

Ω Ω

= − Ω + ∇ Ω +∫∫ ∫∫ ∫�  (II.3) 

Az egyes tagok közötti súlyfaktorok az α, β, γ meghatározzák, hogy melyik tag hatása 

mennyiben érvényesüljön a végeredményben. Az elsı tagot adattagként értelmezzük, amely 

akkor veszi fel minimumát, ha az elıre rögzített függvénykör (gyakran tartományonként 

konstans) legmegfelelıbb függvényével közelítettünk. A második tag a közelítı függvényre 

kirótt simasági feltétel, azokat a megoldásokat részesíti elınyben, ahol a közelítı függvény 

tartományokon belüli teljes variációja (total variation) minimális, a harmadik a részleteket 

elhatároló görbére kirótt simasági feltétel: a lehetséges megoldások közül a legrövidebb 

hosszúságút preferálja. 

II.3. A Level Set formalizmus 

A kutatott területeken az optikai áramlás kivételével, numerikus módszerként a Level Set 

módszer [14] használt. Az alábbi összefoglaló felületekre vonatkozik, de az egyszerőbb 

síkgörbékre is azonos kifejezések adódnak. 

Implicit megadású felületnek nevezzük az S  függvényt, ha egy 3U ∈ ℝ  skalár-vektor 

függvény konstans szintfelületeként adott: ( )U állandó=S  (az állandó értékét szokás 

nullának választani.). Az U  neve Level Set függvény. Ekkor a felület normálvektora az U  

függvény adott pontbeli gradiense: U= ∇N , a felület normál-egységvektora pedig: 
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U

U

∇
=

∇
n . Ha egy felület-sorozatot az idı függvényeként képzelünk el, azaz ( )τ=S S , τ  a 

„mesterséges idı”, akkor a zéró átmenet felületet reprezentáló pontok alkotta „front” 

egyenlete: 

 ( )( ), 0U τ τ =S  (II.4) 

(II.4) minden τ -ra fennáll. A front pontjaihoz rögzített (Lagrange) koordinátákra tehát 

mozgás közben írható: 

 0
dU

dτ
=  (II.5) 

Áttérve Euler koordinátákra a (II.4)-en közvetett deriválást hajtunk végre: 

 0
dU U U

d
τ

τ τ

∂ ∂
= + ⋅ =

∂ ∂
S

S
, U

U
∂

= ∇
∂S

 (II.6) 

A front evolúciójának alakításában a front pontjainak az érintısíkban való elmozdulása nem 

vesz részt. Elvégezve a (II.6) vektorainak felbontását: 

 ( )( )
T T

U U Uτ τ τ∇ ⋅ = ∇ ⋅ ⋅ + ∇ ⋅S n S n S  (II.7) 

A tangenciális komponenst elhagyva (II.6) és (II.7) egyenletekbıl kapjuk a front pontjainak 

normálvektor irányú elmozdulását leíró ú.n. normáláramlás (normal flow) egyenleteket, 

amelyek következık: 

 
0

U
U U

U

τ β
τ

∂
= − ⋅ ∇ = ∇

∂
⇔ =

S n

S

 (II.8) 

Itt τβ = − ⋅S n  a normálirányú sebességkomponens, és felhasználtuk, hogy a U∇  az 

implicit felület normálvektorával párhuzamos, tehát U U⋅ ∇ = ∇n  . A (II.8) egyenletet 

elsırendő Hamilton-Jacobi egyenletnek nevezik. 

Az átlaggörbület kétszerese κ , a Level Set függvénnyel kifejezhetı: 
U

U
κ

 ∇  = −∇ ⋅   ∇ 
, 

azaz a normál-egységvektor divergencia negatív elıjellel. 

Ha az U  Level Set függvény speciálisan elıjeles távolságfüggvény, amelyet u -val 

jelölünk, akkor 1u∇ ≡ ⇒ ≡N n , és az átlaggörbület: uκ ≡ −∆ . 
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II.4. Variációszámítás: egyszerő bevezetı 

Funkcionálnak nevezzük valamely függvényosztály leképezését a valós számokra, pl. az 

1 ,: ,  a bf f C   
→ ∈ℝF  funkcionál az ,x a b ∈    (zárt) intervallumon folytonosan deriválható 

függvényeket képezi le a valós számokra. A leképezést gyakran határozott integrállal2 

definiáljuk. A variációszámításban a függvényosztály azon elemét keressük, amelyre a 

funkcionál extrémális értéket: minimum, maximum vagy stacionárius vesz fel (általában 

minimumot keresünk). A feladat csak akkor válik teljesen meghatározottá, ha az f -re kirójuk 

a peremfeltételeket: ( ) ( ),  f a A f b B= = , ,  A B  konstansok.  

Az extrémum keresésének módszere: ha a keresett, pl. a minimumot szolgáltató függvény 

0f , akkor annak kicsiny megváltoztatása (perturbációja, variációja) fδ , amely az integrálási 

határpontokon nulla, és elsı rendben nem változtatja meg a funkcionál értékét, azaz 

( ) ( )0 0 0f f fδ δ= + − =F F F  (a késıbbiekben az egyszerőség kedvéért a 0 indexet 

elhagyjuk). A legegyszerőbb esetet a következı alakban definiált funkcionálként szokás 

megadni: 

 ( ) ( ),

b

x

a

f L f f dx= ∫F  (II.9) 

(II.9)-ben az L  neve Lagrange függvény. Általános esetben közvetlenül is függhet az 

integrálási változótól: ( ), ,xL L f f x= , de a gyakorlatban ez a ritkább, a levezetett 

eredményeket nem befolyásolja, ezért az egyszerőség kedvéért nem írjuk ki.  A (II.9) 

variációja: 

 ( ) ( ) ( ), ,

b

x x x

a

f L f f f f L f f dxδ δ δ= + + −∫F  (II.10) 

(II.10)-ben kihasználtuk az integrálás mőveletének és a deriválás operátorának linearitását. 

Egy függvény tetszıleges variációját így is megadhatjuk: ( ) ( ),  1f x h xδ ε ε= ≪ , és az ε  

nem függ az x -tıl, a ( )h x  tetszıleges, de a ( ) ( ) 0h a h b= =  feltételnek teljesülnie kell a 

függvényosztályra kirótt ( ) ( ),  f a A f b B= =  peremfeltételek miatt. A felírás azért elınyös, 

mert a variációszámítás szélsıérték problémáját közönséges szélsıérték kereséssé redukálja. 

                                                 
2 Függvények integrálja alatt a Riemann integrált értjük. 
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Taylor sorba fejtve az ( ), x xL f f f fδ δ+ + Lagrange függvényt, és csak az elsırendő tagokat 

megtartva: 

 ( ) ( )
0 0

, ,
x x x x

x

L L
L f h f h L f f h h

f f
ε ε

ε ε
= =

∂ ∂
+ + ≈ + +

∂ ∂
 (II.11) 

Behelyettesítve (II.10)-be: 

 ( )
0 0

b

x
xa

L L
f h h dx

f f
ε ε

δ
= =

∂ ∂
= +

∂ ∂∫F  (II.12) 

A (II.12) második tagján parciális integrálási lépést végrehajtva a szorzat deriválási szabálya: 

x
x x x

d L L d L
h h h

dx f f dx f

   ∂ ∂ ∂   = +     ∂ ∂ ∂   
 alapján kapjuk (az  0ε =  feltüntetése nélkül): 

 ( )
b b

x xa a

L d L d L
f h dx h dx

f dx f dx f
δ

   ∂ ∂ ∂   = − +     ∂ ∂ ∂   ∫ ∫F  (II.13) 

A (III.13)-ban a második tag az integrálszámításnak a primitív függvény és deriváltja közötti 

kapcsolatról szóló alaptétele szerint:  

 ( ) ( ) ( ) ( ) 0

b b

x x x xaa

d L L L L
h dx h h b b h a a

dx f f f f

   ∂ ∂ ∂ ∂   = = − =    ∂ ∂ ∂ ∂   
∫  (II.14) 

Itt kihasználjuk, hogy ( ) ( ) 0h a h b= = . A (II.13)-ból marad: 

 ( )
b

xa

L d L
f h dx

f dx f
δ

 ∂ ∂  = −   ∂ ∂ ∫F  (II.15) 

Extrémiumnál a 0δ =F . A variációszámítás alaplemmája szerint viszont tetszıleges ( )h x  

függvényre a (II.15) csak akkor lehet nulla, ha az integrandus minden pontban nulla3, azaz: 

 0
x

L d L

f dx f

∂ ∂
− =

∂ ∂
 (II.16) 

A (II.16) egyenletet Euler-Lagrange egyenletnek nevezzük. Nem elfajuló esetekben 

közönséges másodrendő differenciálegyenlet, amely megoldása szolgáltatja a funkcionál 

extrémumát. Az egyenlet kifejezi, a keresett függvény és deriváltja közötti kapcsolatot (azaz 

azt, hogy nem függetlenek egymástól). A (II.16) levezetéséhez felvettük az integrálási 

                                                 
3 Mert a tetszılegesen megválasztható h megegyezhet a zárójeles kifejezéssel, és akkor egy négyzetfüggvény áll 
az integráljel alatt, amely integrálja csak akkor nulla, ha a teljes [a,b] intervallumon azonosan nulla. Attól zéró 
mértékő ponthalmaz felett elvileg eltérhetne, de ez a deriválhatóságának ellentmondana. 
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határfeltételeket: ( ) ( ),  f a A f b B= = . Szigorúan véve tehát peremérték feladatot kaptunk. 

Bizonyítható azonban, hogy formailag egyezı egyenletek adódnak változó határok (kezdeti 

érték feladatok) megengedésével.  

Arról, hogy az elsı variációval kapott egyenletek minimalizáló vagy maximalizáló 

(stacionárius) függvény szolgáltatnak, a második variáció vizsgálatával lehet dönteni. 

Bizonyos esetekben egyszerőbb megfontolással is élhetünk, pl. ha a Lagrange függvény egy 

kvadratikus alak (gyakori az optikai áramlás esetében, ahol legalább a simasági tag 

kvadratikus, vagy abszolút érték), akkor biztosan minimalizáló függvényt kapunk. 

II.4.1. Kétváltozós függvények 

Legyen ( ) ( )1: , ,  ,  ,f x y f C x yΩ→ ∈ ∈ ΩℝF , ahol az Ω  zárt, egyszeresen összefüggı 

tartomány, most a következı funkcionál extrémumát keressük: 

 ( ) ( ), ,x yf L f f f d

Ω

= Ω∫F  (II.17) 

A (II.17)-ben az f  függvény értéke a tartomány határain rögzített, az ( ),h x yε  függvénnyel 

variáljuk, tehát ( ), 0h x y
δΩ

= . Az extrémum szükséges feltétele: 

 ( ) 0x y

x y

L L L
f h h h d

f f f
δ

Ω

∂ ∂ ∂
= + + Ω =

∂ ∂ ∂∫F  (II.18) 

Ha az integrálási tartomány téglalap alakú, konstans határokkal, akkor a kettıs integrál 

kétszeres integrállá alakítható: 

 
d b

x y x y

x y x yc a

L L L L L L
h h h d h h h dxdy

f f f f f f
Ω

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + Ω = + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∫ ∫ ∫  (II.19) 

Vegyük a (II.19) jobb oldalának második tagját, és végezzük el az ismert parciális integrálási 

lépést: 

 0

bd b d b d b

x

x x x xac a c a c a

L L L L
h dx dy h h dx dy h dx dy

f f x f x f

        ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     = − = −      ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂         
∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫  (II.20) 

Ugyanezt kapjuk az integrálási sorrend felcserélésével a harmadik tagra is: 

 0

db d b d b d

y

y y y ya c a c a cc

L L L L
h dy dx h h dy dx h dy dx

f f y f y f

        ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     = − = −      ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂          
∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫  (II.21) 

Visszaírva az eredményeket (II,19)-be: 
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d b

x y

x y x yc a

L L L L L L
h h h d h dxdy

f f f f x f y f
Ω

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  + + Ω = − −   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
∫ ∫ ∫  (II.22) 

A variációszámítás lemmája szerint zárójeles kifejezésnek a teljes tartományon nullának kell 

lennie, ez a problémához rendelt (parciális) Euler-Lagrange differenciálegyenlet: 

 0
x y

L L L

f x f y f

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
− − =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 (II.23) 

Tetszıleges alakú integrálási tartományra ugyanezek az egyenletek adódnak a Green-tétel 

felhasználásával4. 

II.4.2. További alapesetek 

Ha a Lagrange függvény magasabb rendő deriváltakat is tartalmaz, és a deriváltakra is 

kirójuk a peremfeltételeket, akkor a rendszámnak megfelelı mennyiségő parciális integrálási 

lépéssel jutunk el a tesztfüggvény kiemelhetıségéig. Tekintsük pl. a következı egyváltozós 

funkcionált: 

 ( ) ( ), ,

b

x xx

a

f L f f f dx= ∫F  (II.24) 

A másodrendő derivált variálásakor a következı tag jelenik meg:

b

xx

xxa

L
h dx

f

∂
∂∫ . Ismételjük 

meg erre a tagra kétszer a parciális integrálási lépést: 

 
2

2

b b b

xx x x
xx xx xx aa a

b b b

x
xx xx xxa aa

L d L L
h dx h dx h

f dx f f

d L d L L
h dx h h

f dx f fdx

 ∂ ∂ ∂ = − +  ∂ ∂ ∂ 
   ∂ ∂ ∂   = − +   ∂ ∂ ∂   

∫ ∫

∫
 (II.25) 

Az utolsó két tag a peremeken eltőnik, és csak az elsı tag marad. A (II.24)-hez rendelhetı 

Euler-Lagrange egyenlet tehát a negyedrendő: 

 
2

2
0

x xx

L d L d L

f dx f fdx

∂ ∂ ∂
− + =

∂ ∂ ∂
 (II.26) 

Általában az: 

 ( ) ( )( ), , , ...

b

n

a

f L f f f f dx′ ′′= ∫F  (II.27) 

                                                 
4 A Green tétel is bizonyítható a teljes integrálási tartomány téglalapokkal való közelítésével. 
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az ismeretlen függvény elsı n deriváltját is tartalmazó funkcionálhoz rendelhetı differenciál-

egyenlet: 

 ( ) ( )
0

1 0
n k

k

k k
k

d L

dx f=

∂
− =

∂
∑  (II.28) 

Végül a több ismeretlen függvényt tartalmazó esetben a függvényeket egymástól függetlenül 

variálva annyi egyenletbıl álló differenciálegyenlet-rendszert kapunk, ahány ismeretlen 

függvényünk van, így pl. az: 

 ( ) ( ), , , ... ,

b

x x

a

f g L f f g g dx= ∫F  (II.29) 

Euler-lagrange egyenletrendszere: 

 

0

...

0

x

x

L d L

f dx f

L d L

g dx g

∂ ∂
− =

∂ ∂

∂ ∂
− =

∂ ∂

 (II.30) 

Ha az egyenletek bármelyike egy másik függvényt is tartalmaz, akkor csatolt 

egyenletrendszerrıl beszélünk.  

A fenti esetek kombinációban is elıfordulhatnak. Az optikai áramlási egyenletek 

általában két kétváltozós ismeretlen függvényt, az elmozdulás mezı komponenseit 

tartalmazzák. Ennek megfelelıen az Euler-Lagrange egyenletek parciális 

differenciálegyenlet-rendszert alkotnak.  

II.4.3. Alkalmazási példa: a Horn-Schunck egyenletek 

Vegyük példaként a (II.1) funkcionált. Ez a több ismeretlen függvényt tartalmazó 

kétváltozós esetek kombinációja. Az Euler-Lagrange egyenletrendszer: 

 
0

0

x y

x y

L L L

u x u y u

L L L

v x v y v

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
− − =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

− − =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 (II.31) 

A Lagrange függvény konkrét alakjának: ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2
1 0, x y x yL u v I I u u v vα= − + + + +  

behelyettesítése után kapjuk a következı parciális differenciálegyenlet-rendszert: 

 
( ) ( )
( ) ( )

1 0 1

1 0 1

x xx yy

y xx yy

I I I u u

I I I v v

α

α

− = +

− = +
 (II.32) 
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A (II.32)-ben felhasználtuk, hogy az 0I  független az elmozdulás mezı komponenseitıl, 

továbbá, a 1 1I I

u x

∂ ∂
=

∂ ∂
 és 

1 1I I

v y

∂ ∂
=

∂ ∂
 azonosságokat. Az egyenletrendszer nemlineáris az 

ismeretlen függvényekben, de az 1I  Taylor sorával: 0 1 1 1x y tI I I u I v I≈ − − −  linearizál-

ható, és kapjuk: 

 
( ) ( )
( ) ( )

1 1 1

1 1 1

x y t x xx yy

x y t y xx yy

I u I v I I u u

I u I v I I v v

α

α

+ + = +

+ + = +
 (II.33) 

A (II.33) az 4 4xx yyu u u u+ ≈ −  és 4 4xx yyv v v v+ ≈ −  elsırendő véges differencia-

közelítésekkel (a felülvonás az adott pozíció négy szomszédján vett függvényértékek átlaga) 

egyszerő, lineáris egyenletrendszer alakját ölti: 

 =Au b , ( )=b b u  (II.34) 

A (II.34) mátrixának és vektorának elemei: 

 

2
11 1

12 21 1 1

2
22 1

1 1

2 1

4

4

4

4

x

x y

y

x t

y t

a I

a a I I

a I

b u I I

b v I I

α

α

α

α

= +
= =

= +
= −
= −

 (II.35) 

A mátrixelemek konstansok, (II.35) egyszerő iterációs módszerekkel megoldható. Ha a (II.1) 

adattagjában ( )21 0I I d

Ω

− Ω∫  az elıre linearizált: 

 1 0 0 0x y tI I I u I v I≈ + + +  (II.36) 

egyenletet használjuk, akkor formálisan a (II.33) egyenleteket kapjuk, de a képsorozat nulla 

indexő intenzitásfüggvényével. A (II.35)-ben a különbség úgy jelenik meg, hogy a parciális 

képfüggvény deriváltakat: xI  és yI  a képsorozat elıbbi, vagy az utóbbi képén számítjuk. 

Az értekezésben az alapesetektıl és a fenti egyszerő példától jelentısen eltérı esetekkel is 

fogunk találkozni. 
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III. Optikai áramlás 

A fejezet felépítése a következı: 

• A bevezetés elsı felében ismertetem az optikai áramlás szerepét a képfeldolgozásban, 

a jelentısebb területeket ahol használják, az optikai áramlás alapproblémáját (az 

elmozdulás mezı számítása), az apertúra jelenségét és lehetséges kezelési módjain 

keresztül a variációs optikai áramlást. A második felében ismertetem azokat a 

lehetıségeket – a kapcsolódó kutatásokkal – amelyek nem az intenzitás 

megmaradására építenek. 

• A második részben a normalizált keresztkorreláció ismertetése (III.2.1) után 

bevezetem a normalizált keresztkorrelációs adattagot szürke árnyalatos és színes 

képekre (III.2.2), majd a probléma közelítı Euler-Lagrange egyenleteit (az egyenletek 

levezetését az A melléklet tartalmazza), végül a linearizálással nyert numerikus 

formulát (III.2.3). 

• A harmadik részben ismertetem a keresztkorrelációs optikai áramlás tesztelésének 

körülményeit, tesztjeit, a tesztek eredményét, különválasztva a szintetikus 

szürkeárnyalatos szekvenciák (III.3.1), a valós kültéri felvételek (II.3.2) és a 

szintetikus színes szekvenciák tesztjét (II.3.3). 

• Az összefoglalóban továbbfejlesztés lehetıségeit tárgyalom. 



 22 

III.1. Bevezetés 

Az optikai áramlás a képsorozatoknál megfigyelhetı valamilyen jellemzı, látható mennyiség 

elmozdulásával foglalkozik. Alkalmazási területe szerteágazó: objektumok követése, robotika 

[15], ember-gép interakciók, gépjármővek asszisztens rendszerei [16], videó tömörítési 

technológiák [17], dinamikus textúra analízis [18], stb. A leírás eszköze az elmozdulás mezı, 

egy, a képtéren értelmezett kétdimenziós vektormezı, amely egyszerő esetekben egy sorozat 

szomszédos képei egyikének – a 0 indexszel jelöltnek – a pixeleire alkalmazva a másik – az 1 

indexszel jelölt – képet szolgáltatja bizonyos pontossággal. Történelmileg, a szürke árnyalatos 

képsorozatok feldolgozása az intenzitás állandóság feltételezésével történt. A feltételezés 

szerint a képtartalom kizárólag azonos intenzitású képrészletek elmozdulása miatt változik. 

Szigorúan véve ez a feltételezés akkor igaz, ha a megfigyelt színtér objektumai Lamberti 

felületekkel rendelkeznek, a megvilágítás pedig térben és idıben állandónak tekinthetı. A 

késıbbi kutatások egyik iránya az alapesettıl eltérı körülmények között is megfelelı 

eredmények szolgáltatása. 

Az optikai áramlás problémakör további jellegzetessége, hogy az optikai kényszer 

önmagában nem teszi egyértelmően meghatározottá a feladatot. Ez az ú.n. apertúra probléma 

[19]. Az elmozdulás mezı két komponense u és v, az optikai kényszer azonban egy egyenletet 

szolgáltat a képtartalom gradiens irányú elmozdulás-komponensére. Ez azt jelenti, hogy 

egyértelmő megoldást csak élek metszésénél vagy sarkoknál kapunk, a legjellegzetesebb 

képtartalomnál, az éleknél egyszeres alulhatározottsággal, homogén5 részleteknél teljes 

határozatlansággal kell számolnunk. Az optikai kényszer általi meghatározottsági arányokra a 

képtartalom struktúra tenzor analízisével kaphatunk információt [20]. A probléma kezelésére 

ismert módszer egy további, ú.n. simasági feltétel kirovása (III.1.ábra). A simasági feltételek 

megadási módja az optikai áramlás módszerek egyfajta osztályozását teszik lehetıvé [21]. 

Lokális simasági feltételek képezik az alapját az egyik csoportnak, amely a Lucas-Kanade 

[22] módszerre, a globális simasági feltételek pedig variációs módszerek prototípusára, a 

Horn-Schunck módszerre [23] vezethetık vissza. 

                                                 
5 Pontosabban: az adott optikai kényszerre vonatkozóan homogén részleteknél. 
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III.1. ábra: Az elmozdulás mezı meghatározottsága nem kielégítı. A simasági feltétel (jobbra) hivatott az 
egyértelmőséget biztosítani, azáltal, hogy az egyértelmően meghatározott (ritka) pontokból kiterjeszti a mezıt az 

alulhatározott területekre is. 
 

Az intenzitásállandóság feltételezésén alapuló alapesettıl lényegesen eltérı körülményekkel 

találkozunk kültéri felvételeknél. A témakör kutatásának is ez a motivációja: forgalomban 

részt vevı jármő fedélzeti eszközeivel készített felvételek feldolgozásával forgalomdinamika 

(átlagos haladási sebességek) számítása, amelynek egyik komponense az optikai áramlás 

számítás. A tapasztalható intenzitásváltozások legfontosabb okait és következményüket így 

foglalhatjuk össze: a) a kamerák belsı szabályozási mechanizmusa folyamatosan korrigál a 

rendelkezésre álló intenzitástartomány minél teljesebb kihasználásáért, ami a teljes 

képtartományra ható intenzitásváltozással jellemezhetı b) az idıjárási jelenségek, pl. 

felhısödés, ködös idı hatásai nem egyszerre jelentkeznek a teljes képtartományon és idıbeli 

dinamizmus jellemzı rájuk, c) esti, éjszakai idıszakban a forgalomszabályozás eszközei 

színes fényő megvilágításának hatásai sem hagyhatók figyelmen kívül. Mindezek az gyakran 

gyors és drasztikus hatások az intenzitásváltozásra kevésbé érzékeny, robusztus megoldásokat 

követelnek. Az intenzitásállandóságot kifejezı adattagot ki kell egészíteni, vagy ki kell 

cserélni a Lagrange függvényben III.2. ábra: 

 

III.2. ábra: Az intenzitásállandóságra építı módszer hibás elmozdulás mezıt szolgáltat. A bal oldali képen 
mesterséges árnyékolást használtunk, amely a sorozat második képérıl (középen) hiányzik. A jobb oldali kép a 

Horn-Schunck módszerrel számított elmozdulás mezı. 
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III.1.1. Kapcsolódó kutatások 

A (II.1) egyenletben szereplı intenzitásállandóságot kifejezı adattagot szokás az elmozdulás 

mezı szerinti Taylor sorba fejteni. Ekkor kapjuk az optikai áramlás (intenzitásállandóságot 

kifejezı) linearizált egyenleteit: 

 0tI I∇ ⋅ + =u  (III.1) 

Létezik az (III.1) linearizált egyenlet olyan változata is, amely további tagok hozzáadásával 

kezelni képes a direkt megvilágításban ( ),p p x y= , és a szórt fény intenzitásában 

( ),q q x y=  megjelenı változásokat: Negahdaripour [24], Kim és mások [25]: 

 0tI I pI q∇ ⋅ + + + =u  (III.2) 

A (III.2) bal oldala pl. négyzetre emelve alkalmas adattagnak, de az ismeretlen p és q 

függvények olyan mértékben növelik az alulhatározottságot, hogy a gyakorlatban 

alkalmazhatatlan. Arra azonban alapvetıen megfelel, hogy referenciaként használva 

osztályozzuk a különbözı javaslatokat. 

Brox és mások [26] a megvilágítás változására kevésbé érzékeny mennyiséggel, a kép-

gradienssel bıvített adattag használatával értek el jelentıs javulást: 

 ( ) ( )2 2 2
1 0 1 0D I I I Iα ε= − + ∇ − ∇ +  (III.3) 

A képfüggvény és gradiense közötti egyensúlyért arányossági tényezı felel. Az 2L  norma 

használatát nagyobb zajtőrés indokolja [27], míg a 2 2x ε+  az x  differenciálható 

változata. A gradiens képzése kiejti a képtérben lassan változó szórt fény hatását, ami 

megfelel a (III.2) egyenlet 0p =  helyettesítéssel adódó változatának. Ezen a ponton egy 

általános észrevétel tehetı a képfüggvény deriváltaknak adattagként való felhasználásával 

kapcsolatban. A képfüggvény parciális deriváltjai hányadosának tetszıleges függvénye 

invariáns a megvilágítás bármely differenciálható transzformációjára nézve, 

( ) ( )( ), ,I x y f I x y′ = : 

 x I x x

I y yy

I f I I

f I II

′
= =

′
 (III.4) 

Speciálisan a gradiens vektor iránya is a parciális deriváltak hányadosának függvénye, így ez 

is választható adattagként kielégítve a (III.2) egyenletet is. Ugyanakkor ez az arány nagyon 

zajérzékeny, különösen a kis változatosságot mutató területeken. 
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Az elızıhöz hasonló megközelítéssel Mileva és mások [28] által színes képsorozatokra 

bevezetett adattag dikromatikus visszaverı felületekre [29] fotometrikus invariánsok 

használatát javasolja a színtér megvilágításában beálló változások kezelésére. Ilyen pl. az 

RGB színtér gömbi koordinátákban kifejezett szögének megmaradását leíró adattag, amely a 

(III.2) 0q =  melletti alakját elégíti ki. Alkalmazhatóságát korlátozza azonban, hogy csak 

színes képsorozatokra és fehér fénnyel megvilágított színtérre érvényes. 

III.2. Keresztkorrelációs optikai áramlás 

III.2.1. A normalizált keresztkorreláció 

A keresztkorreláció fontos szerephez jut a statisztikai analízis olyan területein, ahol jelek 

összehasonlítása szükséges. A gépi látásban is minták keresésének alapvetı eszköze. A 

normalizált keresztkorrelációt kétféleképpen definiálhatjuk: a centrális értékkel korrigált 

változat folytonos képfüggvények egymásnak megfeleltetett részleteire a következıképpen 

írható: 

 
( )( )

( ) ( )

0 0 1 1

2 2

0 0 1 1

W

W W

I I I I dW

I I dW I I dW

− −

− −

∫

∫ ∫
, 

i
W

i

W

I dW
I

dW
=

∫
∫

, ( )0,1i ∈  (III.5) 

A (III.5) szerinti felírás kielégíti a (III.2) egyenletet, de határozatlan 
0

0
 alakot ölt minden 

olyan helyen, ahol a hasonlítandó részletek akárcsak egyike is homogén. Ezért választásunk a 

centrális értékkel nem korrigált változatra esett: 

 
0 1

2 2
0 1

W
I

W W

I I dW
D

I dW I dW
=

∫
∫ ∫

 (III.6) 

Ez a változat a (III.2) egyenletnek a 0q =  melletti változatát elégíti ki, és ebben az 

értelemben megfelel a színes képsorozatoknál a Mileva által bevezetett változatnak, de szürke 

árnyalatos képekre is használható.  

III.2.2. Energia funkcionál keresztkorrelációs adattaggal 

Funkcionálunkat úgy alkotjuk meg, hogy a keresztkorrelációs mennyiségeket az egymást 

követı képek minden pontjának kicsiny környezetére számítjuk. Ezekkel a lokális 

mennységekkel képezzük a teljes képtartományra vonatkozó globális korreláció értéket. 
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Kiegészítve mindezt a legegyszerőbb formában felírt simasági taggal funkcionálunk a 

következı alakot ölti: 

 ( ) ( )2 2 2 2,
2

I x y x yE u v D d u u v v d
α

Ω Ω

= − Ω + + + + Ω∫ ∫  (III.7) 

Itt ID  a (III.6) egyenletben definiált. Az 0I és 1I  a képsorozat szomszédos képei, formálisan 

a (II.1)-ben definiáltak. A simasági taggal való kompatibilitás miatt az adattag elıjele negatív, 

így a funkcionált a keresett sebességmezı minimalizálja. Érdemes megjegyezni, hogy a 

keresztkorreláció általában –1 és +1  között változhat, de mivel az intenzitásértékek nem 

negatívak, a ID  lehetséges értékei most a 0 és +1 tartományba esnek.  

Színes képekre többféle általánosítás is lehetséges, a legegyszerőbb az adattagot az RGB 

csatornák átlagával képezni: 

 ( ) ( ) ( )2 2 2 21
,

3 2
R G B x y x yE u v D D D d u u v v d

α

Ω Ω

= − + + Ω + + + + Ω∫ ∫  (III.8) 

Itt a RD , GD  és BD  a csatornaintenzitások (III.6)-tal egyezı kifejezései. 

III.2.3. Euler-Lagrange függvény, numerikus formula 

A (III.8) funkcionálhoz tartozó Euler-Lagrange egyenletek végtelen sorként állíthatók elı. Az 

eredmény levezetése az A mellékletben található. Használható numerikus formula létrehozása 

végett elsı lépésként a sor elsı tagjával közelített (A.13) analitikus formulából indulunk ki: 

 
0 1

1 1 0 122 2
10 1

1 W

W W

WW W

I I dW
I I dW I I dW

I dWI dW I dW
α

    ∇ − ∇ = ∆   

∫
∫ ∫

∫∫ ∫
u  (III.9) 

Az egyenletek (az elmozdulás mezı két komponensére) bal oldala a (III.7) adattagjából, jobb 

oldala a (III.7) simasági tagjából származik, a ∆  a Laplace operátor. Az egyenlet 

nemlineáris, de további lépésekkel linearizálható. Feltéve, hogy a lokális korrelációs ablakok 

kisméretőek, a következı három lépéssel célt érünk: 

• Célszerően az 0I  értékeit fejtjük Taylor sorba 1I  körül: 0 1 1 tI I I I≈ − ⋅ ∇ −u . Itt 

meg kell jegyezni, hogy az induló feltételek alapján éppen az 0I  független az 

elmozdulás mezıtıl, míg az 1I  nem. Azt feltételezzük tehát, hogy az 0I  az 

1 tI I⋅ ∇ +u  tagok levonásával nyeri el ezt a függetlenséget. 
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• Feltesszük, hogy az elmozdulás mezı értékei az integrálási ablakban állandók azaz a 

sebességkomponensek kihozhatók az integráljel elé. Ezt a lépést az elızı  lépéssel 

kombináljuk, így pl.: 

 2
0 1 1 1 1 1 1 1x y t

W W W W W

I I dW I dW u I I dW v I I dW I I dW≈ − − −∫ ∫ ∫ ∫ ∫  (III.10) 

• A (III.9) bal oldalának 2 2
0 1

W W
I dW I dW∫ ∫  osztóját nem linearizáljuk, értékét egy 

iteráción belül állandónak tekintjük. Gauss-piramis használata esetén természetesen 

minden szintváltáskor újraszámoljuk. 

A felsorolt lépések közül az utolsó igényel bıvebb magyarázatot. A következıkkel lehet 

érvelni: a) átszorzással látszik, hogy csak a simasági tagból származó mennyiség együtthatóját 

módosítja b) feltesszük, hogy a gyökös mennyiség nagyságrendje megegyezik az egyenletben 

szereplı többi mennyiség nagyságrendjével, de mivel az α  gyakorlati értékei 0,005 és 0,02 

közöttiek, ezért az α -val való szorzás után a szorzat nagyságrendileg kisebb hatással lesz a 

végeredményre. 

A fenti átalakítások után végeredményünket a következı formában kapjuk: 

 =Au b , ( )=b b u  (III.11) 

(III.11) együttható mátrixa konstans, a jobb oldal vektora a Laplace operátor közelítésébıl 

adódó elmozdulás mezı átlagértékek függvénye (a képtartomány minden pontjában a pont 

négypontos környezetében levı elmozdulás értékek átlaga). Végül a 
4

α
λ =  és 

2 2
0 1

W W
Q I dW I dW= ∫ ∫  helyettesítéssel, az integrálok diszkretizálásra utaló szummákkal a 

mátrix-vektor komponensek: 

 

( )

( )

22 2 2
11 1 1 1 1 1

2
12 21 1 1 1 1 1 1 1

22 2 2
22 1 1 1 1 1

2 2
1 1 1 1 1 1 1

2 2
2 1 1 1 1 1 1

x x

x y x y

y y

x t x t

y t y t

a I I I I Q I

a a I I I I I I I

a I I I I Q I

b Qu I I I I I I I I

b Qv I I I I I I I I

λ

λ

λ

λ

= − +

= = −

= − +

= + −

= + −

∑ ∑ ∑ ∑
∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑
∑ ∑ ∑ ∑ ∑
∑ ∑ ∑ ∑ ∑

 (III.12) 

A (II.1) Horn-Schunck funkcionálból származtatott egyenletek linearizálásával a megfelelı 

mátrix-vektor elemek így írhatók (II.35): 
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2
11 1

12 21 1 1

2
22 1

1 1

2 1

x

x y

y

x t

y t

a I

a a I I

a I

b u I I
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 (III.13) 

Összehasonlítva a két módszer eredményeit megfigyelhetjük, hogy a (III.13) pontbeli 

értékeivel szemben a keresztkorrelációs módszernél lokális ablakokba esı összegeket kell 

számolni. Ezek az összegek – a szőrıknél használt eljárással azonos módon – „csúszó ablak” 

technikával hatékonyan kiszámolhatók6. Mivel a számítások idıigényét alapvetıen az 

iterációk idıigénye határozza meg, az inicializálásokból adódó különbség hatása 

elhanyagolható. A (III.11) alak alkalmas a szokásos iterációs módszerekkel: Jacobi, Gauss-

Seidel, Successive Over-Relaxation (SOR) való megoldásra. A nagy elmozdulások kezelése 

standard technikákkal, mint a Gauss-piramis és „Image Warping” változtatás nélkül 

lehetséges: a nagyobb felbontású szintre áttéréskor az addig számolt elmozdulás mezı 

értékével az egyik képet torzítjuk, és az így módosított változat szolgál a következı iteráció 

inputjává, azonosan zérus kezdeti elmozdulás mezı mellett. 

III.3. A keresztkorrelációs optikai áramlás tesztjei 

A módszer tesztjei különféle körülmények között készültek: 

• A szakirodalomban gyakran elıforduló szintetikus szekvenciákon és ezek mesterséges 

árnyékolással módosított változatain 

• Kültéri körülmények között készült videofelvételeken, közöttük saját készítésőeken is 

• Gyakran használt színes képsorozatokon és ezek mesterséges árnyékolással módosított 

változatain 

Az összehasonlítás alapja az (II.1) Horn-Schunck módszer szolgáltatta eredmények. Azonos 

simasági tagok mellett az eredmények különbségekért az adattagok különbözısége felel. A 

tesztek mindegyikében három szintő Gauss piramist használtunk, a lokális korrelációs ablak 

mérete az alsó szinteken 3x3 pixel, a legnagyobb felbontású szinten 5x5 pixel volt. A 

simasági tényezı súlyfaktora változott, általában a 0,005 és 0,02 közötti tartományban. SOR 

iterációval 100 ezer pixeles képekre nagyjából 5 frame/sec feldolgozási sebesség érhetı el 

standard egyprocesszoros (~2GHz) PC-n. 

                                                 
6 Inicializáláskor egy egész sorra kiszámítjuk az ablak magassága tartományba esı intenzitásértékek összegét. 
Ezután az egyes ablakokba esı értékek összegzéséhez felhasználhatjuk az elızı ablak értékét: a kiesı oszlop 
értékét levonjuk, a bejövı új oszlopét hozzáadjuk. 
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III.3.1. Szintetikus szürkeárnyalatos szekvenciák 

Az elsı tesztek az optikai áramlás tesztjére gyakran alkalmazott, kvantitatív kiértékelésre 

alkalmas standard , szintetikus szekvenciákkal készültek [32]. Ezek a YOSEMITE felhıvel 7-

8 és a MARBLE 14-15. (III.3. ábra): 

 

III.3. ábra: YOSEMITE szekvencia (balra), MARBLE szekvencia (jobbra) mesterséges árnyékkal. 
 

Az alapul szolgáló kép-párok egyikére mesterséges árnyékolást alkalmazva, és anélkül is 

elvégeztük az elmozdulás mezı számítását. A YOSEMITE szekvenciára kapott eredmény 

vizualizálva a III.4. ábrán látható. 

 

III.4. ábra: számított: mesterséges árnyékkal (balra) árnyék nélkül (középen) és ground truth (jobbra) 
vektormezık a YOSEMITE szekvenciára. 

 

A numerikus összehasonlítás jellemzı értéke a szokásosan használt [30] átlagos szögeltérés 

hiba (Average Angular Error, AAE) a pixelenkénti szöghibák átlaga: 

 
( )( )2 2 2 2
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  + +  =   + + + +  
∑  (III.14) 

A képletben a jelöletlen elmozdulás mezı a számított, a jelölt a ground truth értékeit 

reprezentálja, N a figyelembe vett pixelek száma. Az eredményeket a III.1. táblázat 

tartalmazza. 
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III.1. Táblázat 
 

Egyéb módszerek (mesterséges árnyékolás nélkül) eredményeivel elvégzett összehasonlítás 

található a III.4 pontban. 

III.3.2. Kültéri felvételek 

A szintetikus képsorozatokon szerzett mennyiségi információk mellett valós, kültéri 

felvételeken minıségi vizsgálatok végezhetık. Az elsı ilyen tesztet a Karlsruhe videó 

adatbázis [31] ködös idıben készült felvételén végeztük. A felvétel rossz látási körülmények 

között készült, és a köd belsı dinamikájának megfelelıen a teljes színtérre kiterjedı 

folyamatos változással jellemezhetı (III.5. ábra). A becsült optikai áramlási mezık a képek 

alatt láthatók, a becslések minısége közötti különbség nyilvánvaló: a Horn-Schunck 

algoritmust jelentısen befolyásolja a köd, a keresztkorrelációs eljárás a valós mozgásokat 

mutatja meg: 

 

III.5. ábra: Két kocka a FOGGY szekvenciából (felül) és a számított elmozdulás mezık a Horn-Schunck és 
keresztkorrelációs módszerekkel. 

 

A második sorozat (III.6. ábra) saját készítéső videó felvételbıl származik. A kamera 

automatikus erısítésszabályozásából adódó globális intenzitásváltozás hatását szemlélteti. A 

szemléltetés módszere a rekonstrukció: a sorozat elsı képének pixeleire alkalmazva a 

számított elmozdulás mezıt, a második kép közelítését kapjuk. A kiemelt részletek az 

Effektus YOSEMITE MARBLE 
Nincs 5,47º 5,07º 
Van 7,65º 5,19º 
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intenzitásállandóságot feltételezı és a keresztkorrelációs módszerekkel kapott eredmények 

minısége közötti jelentıs eltérést érzékeltetik. 

 

III.6. ábra: Saját sorozat két képe (felül). A globális intenzitásváltozásért a kamerák belsı erısítésszabályozása 
felel. Rekonstruált képrészletek Horn-Schunck és keresztkorrelációs módszerekkel. 

 

A harmadik sorozat az elızı videó felvétel késıbbi kockáiból való (III.7. ábra). Az elsı képen 

egy mesterségesen sötétített részlettel lokális árnyékolódást szimuláltunk. Az elsı kiemelt 

részlet jól mutatja, hogy az árnyékolt részen kétféle módszeren alapuló rekonstrukció 

jelentısen eltérı, míg azon kívül közel azonos eredményt hoz. A második kiemelt részlet arra 

példa, hogy – olyan helyeken is, ahol az intenzitásállandóság feltételezhetı – esetenként jobb 

minıségő rekonstrukcióra számíthatunk. Ennek nyilvánvaló oka, hogy a pont kiterjedtebb 

környezetébıl származó információ nagyobb megbízhatóságot is jelent. 

 

III.7. ábra: : Saját sorozat két képe (felül) mesterséges árnyékolt részlettel. Rekonstruált képrészletek Horn-
Schunck és keresztkorrelációs módszerekkel az árnyékolással módosított területrıl (balra) és egy komplexebb 

területrıl (jobbra). 
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III.3.3. Szintetikus színes szekvenciák 

A keresztkorrelációs optikai áramlás fontos eredménye (színes képszekvenciákra) a nem fehér 

fény komponenseinek változásával szembeni robusztussága. Tesztekhez a standard 

Middlebury adatbázis [32] STREET (90-91 kocka) és OFFICE (10-11 kocka) sorozatokat 

használtuk (III.8. ábra). A STREET képpár egyikén az RGB tér B komponensét 

mesterségesen megváltoztattuk, az OFFICE esetében a G komponenst (III.7. ábra). Az 

eredményeket a III.2. táblázat mutatja be. 

 

 

III.2. Táblázat 
 

Az értékek intenzitásváltozás következtében fellépı romlása – ugyanúgy, mint a szürke 

árnyalatos képeknél – jelentéktelennek tekinthetı. 

 

III.8. ábra: Mesterségesen színesen árnyékolt részlet a STREET és OFFICE szekvenciákból. 

Effektus STREET OFFICE 
Nincs 5,94º 4,27º 
Van 6,22º 4,77º 
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III.4. Keresztkorrelációs optikai áramlás összefoglaló 

Az optikai áramlás másik kiemelt kutatási területe a számított elmozdulás mezı 

pontosságának növelése. Ebben a tekintetben nem volt célunk, hogy meghaladjuk a mai 

legjobb technikák nyújtotta precizitást: Alvarez és mások [33], Mémin-Pérez [34], Bruhn és 

mások [35], de nem érdektelen a módszer ezen szempontok szerinti értékelése. A 

szakirodalomban rendelkezésre állnak a megfelelı adatok. Az ott ismertetett módszerek miatt 

a keresztkorrelációs adattag megtartásával érdemes volt a legegyszerőbb kvadratikus simasági 

tag mellett teszteket végezni annak 2L  norma változatával: 

 2 2 2 2 2

2 x y x y
S u u v v

α
ε′ = + + + + , 1ε ≪  (III.15) 

Ez kismértékben javított a pontosságon (nagymértékben rontott viszont az algoritmus 

sebességén), az eredményeket a III.3. és III.4. táblázat foglalja össze. Kiemelhetı a 

keresztkorrelációnak „kedvezı” MARBLE szekvenciára kapott legjobb eredmény. 

 

 
III.3. Táblázat YOSEMITE effektus mentes AAE eredmények 

 

 

 

III.4. Táblázat MARBLE effektus mentes AAE eredmények 
 

III.4.1. Továbbfejlesztési lehetıségek 

Továbbfejlesztési lehetıségként meg kell említeni a magasabb fokú Euler-Lagrange 

egyenletek használatának lehetıségét. Az elsı kísérleteket elvégeztük az eggyel magasabb 

fokú egyenleteket használva az adekvát (magasabb fokú) numerikus sémával. A tapasztalat 

szerint a képek nagy változásainál – erısen kontrasztos élek, sarkok – numerikus instabilitás 

lépett fel, ami (III.11) mátrix adott helyeken való rosszul kondicionáltságára utal. Ezeket a 

részleteket speciálisan kellet kezelni, pl. visszatérve az alacsonyabb fokú közelítésre. Az 

eredmények nem meggyızıek, megfelelıbb numerikus módszerek kidolgozása/keresése 

szükséges.  

Horn-Schunck 
módosított 

Alvarez 
2000 

Mémin 
2002 

Bruhn 
2005 

Weickert 
2006 

Keresztkorr. 
kvadratikus 

Keresztkorr. 
L2 

9,78º 5,53º 4,69º 4,17º 3,50º 5,47º 4,36º 

Weickert 1 
2005 

Weickert 2 
2005 

Keresztkorr. 
kvadratikus 

Keresztkorr. 
L2 

5,30º 5,14º 5,07º 4,99º 
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Alternatív lehetıség a lineáris sémával párhuzamosan kifejlesztett, direkt funkcionál 

minimalizáláson alapuló implicit séma (Fazekas [S3,S6]) továbbfejlesztése, amely GPU 

programozással sebességben is megfelelı lehet.  



 35 

IV. Aktív kontúr 

A fejezet tartalma: 

• A bevezetésben ismertetem az aktív kontúrok alkalmazásának fıbb területeit, az aktív 

kontúrok fejlıdésének fıbb állomásait és a különbözı modellek jellemzıit. 

• A második rész (IV.2) a problémafelvetés, itt tárgyalom a probléma megoldására 

javasolt lokális régiók fogalmát, tulajdonságait. 

• A harmadik részben kerül kidolgozásra a lokális régió alapú alapmodell (IV.3.1), az 

alapmodell Level Set egyenleteinek megadásával (IV.3.2), majd javaslattétel egy 

konkrét statisztikai szeparátorra (IV.3.3). A fejezetet az alapmodell továbbfejlesztése 

szükségességének indoklásával zárul. 

• A negyedik részben a modell kétirányú finomítását javaslom: magasabb rendő 

görbeközelítéssel (IV.4.1) és a réteghatárokhoz illeszkedı optimálisan választott 

integrálási határokkal (IV.4.2). A módosított statisztikai szeparátor megadására is itt 

kerül sor. 

• Az ötödik fejezet a modell alkalmazásának körülményeit, az elért eredményeket és a 

továbbfejlesztés lehetıségeit foglalja össze. 
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IV.1. Bevezetés 

Az aktív kontúrok (2D) és aktív felületek [36] (3D) elsıdleges alkalmazási területe a kép- 

illetve színtér szegmentáció, helyreállítás, rekonstrukció. A szegmentáció alapja 

tetszılegesen választható mennyiség. 2D kép szegmentációnál ez lehet valamilyen direkt 

pontbeli jellemzı, pl. az élek és vonalak menti szegmentációhoz a képfüggvény gradiense, 

nem triviális pontbeli jellemzı, pl. a struktúra tenzor, képtartományi jellemzık, pl. a 

képintenzitás átlagos értéke, vagy textúrák irányultságára jellemzı mennyiség [37]. A 

szegmentáláshoz használt jellemzık ezen csoportosítása alapján lokális és globális 

módszereket különböztethetünk meg. A globális módszerek lehetıvé teszik a szegmentálási 

szempontot szolgáltató mennyiségek statisztikai értelmezését. Jelentıségük éppen ebben 

rejlik: lehetıvé teszik rossz minıségő, pl. orvosi diagnosztikai képalkotó eszközökkel készült 

felvételek szegmentációját vagy pl. a textúra analízisben használt skála-orientáció 

szétválasztással textúra alapú szegmentációt. Hátrányuk viszont a várható nagy feldolgozási 

idı. 

Az aktív kontúrok kialakulása történelmileg Kass, Witkin és Terzopoulos [38] munkájára 

vezethetı vissza. Az általuk bevezetett aktív kontúr vagy „snake” élek és vonalak 

detektálására készült, biztosítva a kontúr folytonosságot olyan helyeken, ahol a valódi élek 

megszakadnak, elmosódnak. A problémát variációs keretekbe helyezve egy energia-

minimalizáló deformálódó görbét, egyparaméteres „spline”-t definiáltak (II.2), amelyben az 

adattag felel a görbe élek felé irányuló elmozdításáért, a simasági tagok – a görbe elsı és 

második deriváltjaira kirótt feltételek – biztosítják, hogy a definiálatlan helyeken (pl. ahol az 

élek elmosódnak, vagy megszakadnak) simán, törések és sarkok kialakítása nélkül haladjon. 

A (II.2) funkcionállal szembeni legfıbb kritika, hogy a görbére nézve a felírás nem mérték 

invariáns, változó transzformációval máshol veszi fel a szélsıértékét. Erre megoldás az 

ívhossz szerinti paraméterezés. További problémák: a) a görbét a megoldás közelébıl kell 

indítani, vagy valamiképpen biztosítani kell a megoldás közelébe juttatást b) nem képes a 

topológia változásait követni. A problémák megoldására több megoldás született. Az a) 

probléma kezelhetı kényszerített mozgatással, pl. zárt görbék felfújása ú.n. ballon erıkkel 

[39], a gradiens hatókörének kiterjesztése a kép kétdimenziós Gauss kernellel szőrésével vagy 

a kép elızetes feldolgozásával: gradiens áramlás (GVF) számítással7 [40]. A b) problémára a 

                                                 
7 Ez globális módszer a paraméteres aktív kontúrokra. A kép elızetes feldolgozása, a gradiens áramlási mezı 
számítása önálló minimalizálási probléma. A görbe evolúciót már nem az input kép, hanem a számított gradiens 
áramlási mezı irányítja. 
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„geometriai aktív kontúr” Caselles és mások [41] általi bevezetése hozott megoldást. Az 

általuk bevezetett implicit görbeleírás lehetıvé teszi a Level Set eljárás használatát [42], 

amely automatikusan kezeli a topológia változásait. 

A Level Set módszer megnyitja a lehetıséget a globális (aktív régió) módszerek [43,44] 

elıtt: a (zárt) görbék reprezentációja természetes módon, elıjellel különíti el görbék belsı és 

külsı tartományait. A globális (2D és 3D) módszerek gyakran a Mumford-Shah féle 

szegmentáción (II.3) alapulnak, ahol a képfüggvény részenkénti sima közelítése és a 

folytonossági határokat reprezentáló görbe egyszerre állítandó elı [45]. A funkcionál 

minimalizálására nem ismert direkt eljárás, de az összetevı három tag bármelyikét elhagyva 

szokásos Euler-Lagrange formalizmussal kezelhetı. A lehetséges megoldások egyike, hogy 

elsı lépésben rögzített görbére a belsı és külsı tartományokra sima függvény közelítést 

számítunk, majd a második lépésben az elsı lépés eredményeként elıállt függvényeket 

változatlannak tekintve Euler-Lagrange egyenleteket vezetünk le a redukált problémára. 

Az elsı lépés parciális differenciál-egyenletre (Poisson) vezet, a második görbe-evolúciós – a 

Mumford-Shah flow – egyenlet, amely a Level Set módszerrel topológia-helyesen megold-

ható. A két lépés iteratívan ismétlendı, a feldolgozási idı jelentıs. 

IV.2. Lokális régió alapú szegmentáció 

A lokális régió alapú szegmentációs eljárás kifejlesztését egy retina rétegekrıl in-vivo 

felvételeket szolgáltató képalkotási technológia, az optikai koherencia tomográfia (Optical 

Coherence Tomography) inspirálta. Az új technológia ígéretes kutatási és diagnosztikai 

eszköze az orvostudománynak: lehetıvé teszi a retina rétegeinek mérését, a változások 

követését, betegségek megelızését. A képalkotó eszköz nagy felbontású, gyors, rövid idı alatt 

nagymennyiségő felvétel készítésére alkalmas. Ugyanakkor a felvételek alacsony 

kontrasztúak és zajosak. Egy tipikus (rágcsáló) retinakép látható a IV.1. ábrán. 

 

IV.1. ábra: Retina rétegek OCT felvételen (ILM: Internal Limiting Menbrane, RPE: Retinal Pigment Epitheliun) 
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Célul tőzzük ki olyan variációs, képek szegmentációjára alkalmas modell kifejlesztését, amely 

ötvözi a lokális modellektıl elvárható gyorsaságot, de lehetıvé teszi a görbe evolúciót 

irányító mennyiségek statisztikus értelmezhetıségét, mint a globális modellekben. 

Megközelítésünk alapjaiban eltér az ismertetett eljárásoktól, leginkább a Feugeras és Keriven 

által a 3D rekonstrukcióban bevezetett modellre [46] hasonlít. Néhány hasznos tulajdonságát 

a következıképpen foglalhatjuk össze: 

• Az alapmodell tartalmazza a simasági kritériumot, nincs szükség additív simasági tag 

felvételére, és az ahhoz tartozó optimális súlyfaktor meghatározására. 

• Nyitott és zárt görbékkel egyaránt mőködik. Ez a tulajdonság nem triviális a globális 

módszereknél. 

• Az élek fogalmát flexibilisen értelmezhetjük. 

• Az képjellemzıket a régió alapú modellekhez hasonlóan statisztikai mennyiségekként 

értelmezhetjük, anélkül, hogy a teljes képtartományra elızetes feldolgozást kellene 

végeznünk. 

Az utolsó tulajdonság azt jelenti, hogy mindig csak a görbe menti lokális régiókat használjuk 

fel a statisztikai mennyiségek képzéséhez. Ebben az értelemben a modell lokális régióalapú, 

félig lokális, félig globális módszernek tekinthetı. Természetesen hátrányokkal is számolnunk 

kell, amelyeket az alapmodell javításával nagy részben kiküszöbölhetünk. A következı 

pontokban az alapmodell ismertetésén túl annak lehetséges finomításait is bemutatjuk. 

IV.3. Az alapmodell 

IV.3.1. A lokális régió használata 

 

IV.2. ábra: Lokális descartesi koordináták a G görbe mentén. Az r helyvektorral kijelölt pontban a lokális 
koordinátarendszert az e érintı- és n normál-egységvektorok definiálják. A szeparációt a lokális normálirányú 

koordináták alapján végezzük, az egymásnak megfeleltetett régiók az n+ és az n–. 
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Felfogásunk szerint a szegmentációs probléma egy vonalintegrál minimalizálási probléma egy 

nyitott (zárt) deformálódó görbe mentén (IV.2. ábra). A görbe menti régiókat a 

következıképpen definiáljuk: 

 ξ η± = ±n e n  (IV.1) 

A ,p pξ  ∈ −   és 0,qη  ∈    a lokális koordináták, a határok állandók. Mivel síkgörbe esetén 

egyértelmő megfeleltetés létezik az adott pontbeli érintıvektor és normálvektor között: 

= ×n k e , ahol k  a standard   i, j, k  bázis síkra merıleges bázisvektora, a legegyszerőbb 

vonal menti integrál, amely a lokális bázist tartalmazza, így írható fel ( n  elhagyásával): 

 ( ) ( ) ( )( ),
G

E s s ds= Φ∫r, e r e  (IV.2) 

Itt ( )sr  az ismeretlen görbe ívhossz szerint paraméterezett alakja. Az integrálást a teljes G  

görbére végezzük. A vonal menti integrált energia funkcionálként használva Euler-Lagrange 

egyenleteket, azokból normál áramlás (normal flow) egyenleteket vezethetünk le. Egy 

egyszerő levezetését a B melléklet tartalmazza. A normálvektor irányú sebességkomponens: 

 ( ) ( ) ( )h divβ  = Φ − Φ ⋅ ⋅ + Φ − Φ ⋅ + ⋅ Φ ⋅ r er e eee n e n n n  (IV.3) 

A (IV.3)-ban a Φ  konkrét alakja nem szerepel, tetszılegesen választható, „plugin”. Általában 

azzal az esettel találkozunk, amikor a keresett görbe maximalizálja a két oldal közötti 

különbséget. Ilyenkor egy maximalizáló Ψ  és a Φ  közötti kapcsolat lehet a 

( ) ( ), ,Φ = −Ψr e r e , vagy a ( )
( )

1
,

, ε
Φ =

Ψ +
r e

r e
, 1ε ≪ . Ez utóbbi esetben az elsı 

deriváltak közötti összefüggés: 

 
( )2

1

ε

Φ = − Ψ
Ψ +

u u  (IV.4) 

A második deriváltak közötti összefüggés: 

 
( )2

1 2

εε

 Φ = Ψ Ψ − Ψ    Ψ +Ψ +
uv v u uv  (IV.5) 

( ),∈u r e , ( ),∈v r e , az elsı tag diadikus szorzat. A (IV.5) Ψ  mennyiségei descartesi 

komponensekkel8: 

                                                 
8 A (IV.5) diadikus szorzat sorrendjét, a (IV.6) vegyes parciális deriváltak mátrixát, és általában a nem skalár 
mennyiségek vektorok szerinti derivált (gradiens) képzését komponensekkel kiírt alakban ellenırizni kell.  
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2

2 2 2 2

2

,  ,  ,  y xxx x x

y y y x y y

e eee x e y ex

y e x e y e e e e

    ∂ Ψ ∂ Ψ∂Ψ ∂ Ψ ∂ Ψ ∂Ψ          ∂ ∂∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂   ∂   Ψ = Ψ = Ψ = Ψ =     ∂Ψ ∂Ψ ∂ Ψ ∂ Ψ ∂ Ψ ∂ Ψ          ∂ ∂  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  ∂       

r e er ee

ɶ ɶɶɶ ɶ ɶ

ɶ ɶ ɶ ɶ ɶ ɶ

 (IV.6) 

Az érintı- és normál-egységvektor közötti összefüggés alapján: 

 ( ) yx y x

y x

ee e e
div

e e y x

    ∂− ∂   = ⇒ = ⇒ = −    ∂ ∂      
e n n

ɶɶ ɶ ɶ

ɶ ɶ

 (IV.7) 

A (IV.3)-(IV.7) egyenletek közvetlenül is használhatók9 lennének, de az így kapott Lagrange 

koordinátás leírás bonyolult problémákkal szembesít. Ilyenkor a görbét ponthalmazzal 

reprezentálják. A görbe evolúcióját ezen pontok mozgása reprezentálja. A pontok relatív 

távolsága azonban iterációról iterációra változik, a szükséges pontosság fenntartása a pontok 

folyamatos újrainicializálását (mind pozíció, mind mennyiség) igényli a görbe mentén. 

További gondot jelent a topológia változásának (szétválások, összeolvadások) kezelése. A 

Level Set módszert éppen ezen problémák elkerülésére fejlesztették ki.  

IV.3.2. A Level Set egyenletek 

A gyakorlatban (lásd pl. [47]) a (IV.3) egyszerősített – csak az elsırendő deriváltakat 

tartalmazó – változatát használják10: 

 ( ) ( )h divβ  = Φ ⋅ + Φ − Φ ⋅ r en e n  (IV.8) 

Bevezetve a τ  „mesterséges idıt”, a görbe evolúciós egyenlete a „gradient descent”, azaz a 

negatív normálvektor irányában: 

 d

d
β

τ
= −

r
n  (IV.9) 

A (IV.9) közvetlenül is használható Lagrange koordinátás iterációhoz. Ebben az esetben a 

topológia változása külön megfontolás tárgyát képezı algoritmussal biztosítható. A görbére 

implicit megadást feltételezve, bevezethetı az ( )( ),U τ τr  evolúciós Level Set függvény, 

ahol a görbe az U  konstans – általában zéró – szintfelületével adott: 0U↔ =r . A Level Set 

függvény használatának elsıdleges elınyei: a) automatikusan kezeli a topológia változását, b) 

Euler koordinátákat (térben fix rácsot) használhatunk. A Level Set formalizmusban: 

                                                 
9 Sıt (IV.9) helyett akár a közvetlen (B.2) Euler-Lagrange egyenletek is, ahogyan azt a paraméteres aktív 
kontúrok esetében alkalmazzák is. 
10 A magasabb rendő tagok nem befolyásolják az evolúció irányát, csak a jellegét/dinamikáját. 
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U

U

∇
=

∇
n , h U= ∇ . A divergenciát is nábla szimbolikával szokás jelölni: 

( ) U
div

U

 ∇  = ∇ ⋅   ∇ 
n . Ezekkel a (IV.9)-nek megfeleltetett (II.8) Level Set egyenletek: 

 
( )

2

, 0

U U U U
U U

U U U

U

β
τ

τ

        ∂ ∇ ∇ ∇        = ∇ = ∇ Φ ⋅ + Φ + Φ ⋅ × ∇ ⋅          ∂ ∇ ∇ ∇            
=

r e k

r

 (IV.10) 

A (IV.10) egyenletek jelentısen leegyszerősödnek, ha a Level Set függvénynek az ( ),u τr  

elıjeles távolságfüggvényt választjuk. Ekkor 1u∇ ≡ , és (IV.10) átmegy a következı 

egyenletekbe: 

 ( )
( ), 0

u
u u u

u

β
τ

τ

∂  = = Φ ⋅ ∇ + Φ + ⋅ ∇ ×Φ ∆ ∂
=

r ek

r

 (IV.11) 

A (IV.11) egyenletekben a ∆  a Laplace operátor, és a vegyes szorzatot ciklikusan 

permutáltuk.  Az elıjeles távolságfüggvény az iteráció folyamán megváltozik. Egyszerőbb 

esetekben újrainicializálással, vagy kifejezetten erre a problémára kidolgozott eljárásokkal pl. 

[48] biztosítható a 1u∇ ≡  tulajdonság megırzése. 

IV.3.3. Egyszerő statisztikai szeparátor 

Az egyik legegyszerőbb választás a görbe menti régiók átlagintenzitásainak különbsége lehet. 

Kétféleképpen is meghatározhatjuk: a) elıjelesen, és akkor a elválasztó görbe egyik oldalán 

mindig nagyobb átlagos intenzitású részleteket találunk, b) abszolút érték szerint, és akkor a 

görbe egyik oldalán is felváltva jelentkezhetnek a nagyobb és kisebb átlagintenzitású régiók11. 

Ha a b) típust választjuk, akkor egy különbségeket maximalizáló Ψ  függvénynek 

választhatjuk a következı – a lokális integrációs tartomány méretével normált – lokális 

integrált: 

 ( ) ( ) 21

2 W
I I dW

pq

+ − Ψ = + − +  ∫ r n r n  (IV.12) 

Tekintsük a (IV.1) régiót a képtér koordinátáival, felhasználva az érintıvektor és a 

normálvektor komponensei között fennálló (IV.7) kapcsolatot: 

                                                 
11 Szemléletes példa erre a sakktábla, amely felfogható különbözı intenzitású négyzetek kompozíciójának, de 
függıleges és vízszintes vonalakkal határolt régiók kompozíciójának is. 
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( ) ( )
( ) ( )

:  , ,  0,

x y y x

x y y x

x e e y e e

x e e y e e

W p p q

ξ η ξ η

ξ η ξ η

ξ η

+

−

+ = + − + + +

+ = + + + + −
   ⊂ Ω ∈ − ∈   

r n i j

r n i j

ɶ ɶ ɶ ɶ

ɶ ɶ ɶ ɶ
 (IV.13) 

Fontos észrevenni, hogy az integrálási határokat konstansnak választva, a (IV.12) paraméteres 

integrál a (IV.2) funkcionált minimalizáló görbét definiáló mennyiségekre nézve, mivel a ξ  

és η  integrálási változók és az integrálási határok függetlenek ,  ,  ,  x yx y e e
ɶ ɶ  mennyiségektıl. 

A Ψ  deriváltjainak képzésekor tehát felcserélhetjük a deriválás és az integrálás mőveletét. Így 

a (IV.10)-ben és a (IV.11)-ban, a (IV.4) közbeiktatásával fellépı elsı derivált (IV.6) 

komponensek  a következık, bevezetve a ( ) ( ) ( )I I I+ −∆ = + − +r n r n  jelölést a közös 

tényezıkre: 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1

1

1

1

x x
W

x y x y
W

x

y y
W

x y x y
W

y

I I I dW
x pq

I I I I I dW
e pq

I I I dW
y pq

I I I I I dW
e pq

ξ η ξ η

η ξ η ξ

+ −

+ + − −

+ −

+ + − −

∂Ψ  = ∆ + − +  ∂
∂Ψ  = ∆ + + + − + + +  ∂
∂Ψ  = ∆ + − +  ∂
∂Ψ  = ∆ − + + + − + − +  ∂

∫

∫

∫

∫

r n r n

r n r n r n r n

r n r n

r n r n r n r n

ɶ

ɶ

(IV.14) 

IV.3.4. Az alapmodell kritikája 

A IV.2 pontban összefoglaltuk a lokális régió alapú módszer elınyös tulajdonságait. Most a 

fenn ismertetett alapmodellel szemben fogalmazunk meg kritikai észrevételeket, amelyek 

bizonyos irányú továbbfejlesztéseket indokolnak.  

Az alábbi két pontban összegezzük a lehetséges problémákat és kapcsolatokat: 

• Nagy görbülető részleteknél a görbe és érintıje gyorsan távolodnak, ez a lokális 

integrálás ésszerő határait érintıirányban jelentısen korlátozhatja (ez a probléma 

nem jelentkezik a globális módszereknél). A statisztikailag értelmezett adatok jósága 

viszont a lokális tartomány méretével arányos. IV.3. ábra 

• Váltakozó intenzitású rétegek szegmentációjakor az integrálás normálirányú határát a 

réteg széléig kiterjesztve kapunk maximális különbséget. Ez kis intenzitáskülönbség 

esetén maximalizálja különbséget növelve a szétválasztás hatékonyságát. IV.4. ábra 
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IV.4. A modell finomításai 

IV.4.1. Másodrendő görbeközelítés 

 

IV.3. ábra: Lokális koordinátarendszerek a görbe mentén: izometrikus parabolikus koordinátarendszer és 
descartesi koordinátarendszer. A nyilakkal kijelölt pontok az azonos abszolút értékő η értékkel egymásnak 
megfeleltetett pontok. A descartesi rendszerben kipontozott tartomány helytelen adatot szolgáltat, amely 

parabolikus koordináták használatával erıteljesen csökken. 
 

Észrevehetı, hogy (IV.2) funkcionál egy általánosabb forma közelítése (valójában, hasonlóan 

az optikai áramláshoz, legáltalánosabb esetben egy végtelen sor): 

 ( ) ( ) ( ) ( )( ), , , , , ,
G

E s s s ds∇ = Φ ∇∫r e e r e e… …  (IV.15) 

Itt az ∇e  invariáns alak az ( )s = ∇ ⋅e e e  egyenlettel definiált12. A szeparáló görbét minden 

pontjában Taylor sorával jól közelíthetınek tételezzük fel. A másodrendő közelítés: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

2 2

2

1 1

2 2 s

d d
s ds s s ds s ds s s ds s ds

ds ds
+ = + + = + +

r r
r r r e e  (IV.16) 

Bevezetünk a lokális integrálás felületelemére nézve izometrikus koordinátákat. A B 

melléklet 7. differenciálgeometriai összefüggése alapján: ( ) 1
t sdiv

h
= − ⋅ = − ⋅n e n e n  (itt 

kihasználtuk még: ds hdt= ),  és s ⋅e n  az se  egyetlen, nem zérus komponense (mert 

s ⊥e e ),  amely normál irányú, a (IV.16) alapján definiálhatunk egy parabolikus rendszert a 

következı koordináta transzformációval: 

  ( ) 2

2

div

ξ ξ

η ξ η

′ =

′ = − +
n  (IV.17) 

                                                 
12 Ez a distinkció az ívhossz szerinti derivált és az érintıvektor gradiense között nem feltétlenül szükséges, de 
magasabb dimenziókban így korrekt. 
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A (IV.17) változó transzformáció Jacobi determinánsa 1, tehát az integrálás felületelemét nem 

kell változtatnunk. Az így bevezetett koordináta transzformációnak praktikus oka van: 

bevezethettünk volna ortogonális parabolikus koordinátákat is, de akkor (IV.12)-t két részre  

(alsó-felsı) kellet volna bontani. A (IV.17)-ben megjelenı ( )div n  csak síkgörbe esetében 

alkalmazható, magasabb dimenziókban nem, de itt érdemes ezt használni, mert a (IV.3) és 

(IV.8) egyenletekben szerepel, így értékét mindenképpen ki kell számítanunk. Ezzel a (IV.1) 

régiók egyenletei: 

 
( ) 2

2

div
ξ ξ η±

  = ± − +   

n
n e n  (IV.18) 

A (IV.13)-ban definiált standard bázisbeli integrálási tartomány kifejezések is változnak a 

transzformáció hatására: 

 

2 2

2 2

( ) ( )

2 2
( ) ( )

2 2
:  ,

x y y x

x y y x

div div
x e e y e e

div div
x e e y e e

W p p

ξ ξ η ξ η ξ

ξ ξ η ξ ξ η

ξ

+

−

                + = + + − + + + −                   
                + = + + + + + − +                   

⊂ Ω ∈ −

n n
r n i j

n n
r n i j

ɶ ɶ ɶ ɶ

ɶ ɶ ɶ ɶ

,  0,qη  ∈   

 (IV.19) 

Végül a (IV.14) egyenletek is megváltoznak formálisan az η   helyére a 
( ) 2

2

div
ξ η− +

n
 

kerül. 

IV.4.2. Optimális alakú integrálási tartomány 

Másodszor azt az esetet fontoljuk meg, amikor különbözı intenzitású rétegek váltják egymást 

a feldolgozandó képen. Ha a konstans határok átnyúlnak a következı rétegbe, akkor ezzel 

csökkennek a különbségek. A IV.4. ábra ilyen eseteket mutat be. A görbe alatti világos 

tartományt a görbe fölötti sötétebb tartomány követi, majd újra egy világosabb. Feltőntettük a 

lehetséges lokális koordinátarendszereket is. A pontozott tartomány figyelembe vétele, illetve 

a csíkozott tartomány figyelembe nem vétele csökkenti a számolt különbségeket. Hasonlóan 

az aktív régió alapú módszereknél megismert technikához (a bevezetésben ismertetett módon, 

lásd még: [45]), minden rögzített görbére számolható egy maximális különbséget13 biztosító 

alakú lokális integrálási tartomány. Ennek lehetıségét részletezzük az alábbiakban. 

                                                 
13 A szakirodalomban az adattagot szokás külsı erınek „external force” is nevezni. Ennek a maximalizálására 
törekszünk. 
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IV.4. ábra: Optimális integrálási határok. Szaggatottal a konstans határokat jelöltük. 
 

A (IV.12) általános alakja a lokális koordináták szerinti kettıs integrál 

( )1
,

2 W
F dW

pq
ξ ηΨ = ∫ . A kettıs integrált kétszeres integrálként felírva kapjuk: 

 ( )
0

1 1
,

2

p q

p

F d d
p q
ξ η

ξ η η ξ

=− =

       
∫ ∫  (IV.20) 

A zárójelben az η  egyváltozós ( ξ  paraméterrel) integrált találunk, amely mennyiséget 

felfoghatjuk, mint a q  függvényét: 

 ( ) ( )
0

1
q

f q F d
q

ξ ξ

η

η η

=

= ∫  (IV.21) 

A ξ -tıl való közvetett függést – azaz, hogy a ξ  nem vesz részt a szélsıérték feladatban –  

indexbe foglalt paraméterrel jelöltük: ( ) ( ),F Fξ η ξ η= . A (IV.21) függvények (minden 

rögzített ξ  mellett) egy egyszerő egyváltozós szélsıérték problémát definiálnak az optimális 

integrálási határ ξ  helyen vett értékére. A szélsıérték szükséges feltétele: 

 ( ) ( )
0

1 1
0

q
df

F q F d
dq q q

ξ

ξ ξ
η η

   = − =    
∫  (IV.22) 

Most érthetı meg az integrálási tartomány méretével való normálás fontossága is. Ha ugyanis 

egy (IV.12) típusú kettıs integrálból indulunk ki, akkor normálás nélkül a (IV.21) monoton 

növekedı – hiszen integrandusa négyzetes kifejezés – így maximumát a q = ∞ -ben venné 

fel. 

A (IV.22) egyenletek minden ξ  helyen egy optimális ( )q q ξ=  integrálási határt 

definiálnak. Ezért az optimális integrálási határ keresés probléma helyesen egy funkcionál 

q=q(ξ) 

ξ = 0 

η = 0 η = 0 

ξ = 0 

G 

q=áll. 
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maximalizálási problémaként interpretálható, maga is egy variációs feladat, és a következı 

funkcionállal és Lagrange függvénnyel formalizálható: 

 
( ) ( ) ( )

( )

( )

( ) ( ) ( )
( )

0

0

1
max , max ,

1
, ,

qp p

q q
p p

q

F d d L q d
q

L q F d
q

ξ

ξ

ξ

ξ η η ξ ξ ξ
ξ

ξ ξ η η
ξ

− −

    =    

=

∫ ∫ ∫

∫

 (IV.23) 

Mivel csak a q  függvényt variáljuk, a variációs probléma megoldása a (IV.22). A szélsıérték 

meghatározásához végezzünk diszkussziót. A (IV.22) jelentése ( 0q ≠ -nál) az a pont, ahol a 

függvény helyettesítési értéke megegyezik az átlagos értékével. Konstans függvényre ez a 

feltétel mindenhol kielégül. Nem konstans függvény esetén maximumot kapunk, ahol a 

második derivált negatív, mivel 0q > , ezért (IV.22) deriválásából a maximum feltétele: 

 0
dF

dq

ξ <  (IV.24) 

Ez szemléletünknek megfelelıen a (IV.12) esetében ott következik be, ahol réteghatár 

átlépése miatt az egymásnak megfeleltetett pontok közötti (abszolút) különbségek csökkenni 

kezdenek. Statisztikailag értelmezhetı adatokon azonban ez bármikor „véletlenül” is 

teljesülhet. Ezért egy ilyen implementációban célszerő a (IV.21) értékeit konkrét min 0q >  és 

max minq q>  határok között elvégezni, és azt a q  értéket elfogadni amelynél nagyobb q  

értékek mellett (40) kifejezés már kisebb, mint a korábban elért maximumok 80-90 százaléka.  

IV.5. A modell alkalmazása, eredmények 

 

IV.5. ábra: Egy tipikus OCT kép (bal oldal), ugyanez fuzzy szőrés [68] után (jobb oldal) 
 

A fenn ismertetett modellt OCT képek viszonylagosan jól elkülönülı rétegeinek – a legfelsı 

és az alsó két réteg –  szegmentációjára alkalmaztuk. Az ilyen képek jellemzıi (IV.5. ábra): 
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• Rossz minıségő, alacsony kontrasztú képek 

• Nincsenek határozott élek vagy vonalak, a rétegek statisztikai mennyiséggel 

jellemezhetık 

• Folytonossági hiányok és elkülöníthetetlen részletek jelenhetnek meg  

• A képek szőrése nem sokat segít 

IV.5.1. A választott modell 

Az evolúcióhoz a (IV.11) egyszerősített elıjeles távolságfüggvényt feltételezı egyenleteket 

használtuk, minden lépésben újrainicializált függvénnyel. A különbségeket maximalizáló 

függvénynek (IV.12) a másodrendő görbeközelítéssel javított modellt választottuk, ahol a 

tartományokat a (IV.18) egyenlet definiálja. Itt meg kell jegyezni, hogy a másodrendő 

görbeközelítéshez nem a (IV.8) normáláramlás egyenletek tartoznak (hanem negyedrendő 

egyenletek), de az egyszerőség kedvéért feltételeztük az eredeti egyenletek, illetve az eredeti 

egyszerősítésével kapott elsırendő egyenletek közelítı érvényben maradását. Végül  két 

változatot, az állandó integrálási határt feltételezı, és az optimális integrálási határokat 

meghatározó változatot is implementáltuk (azaz a IV.4.1-ben ismertetettet, illetve a IV.4.1 és 

IV.4.2 ismertetetteket együttesen). 

A variációs módszerekre jellemzı módon a görbe-evolúciót a megoldás perturbációs 

tartományából kell indítani. Automatikus feldolgozást megcélozva valamilyen módon a 

megfelelı helyre kell juttatni a görbét. Ennek egyik módja a görbe pontjainak normál irányú 

kényszerített mozgatása, valamilyen feltétel teljesüléséig. Ez a feltétel a régiók közötti 

különbségre kirótt küszöbérték:  

 
( ) ( )

0 0                                           , ha <

    (IV.8) szerinti, ha 
thresh

thresh

const

h div

β β β

β

= = Ψ Ψ
 = Φ ⋅ + Φ − Φ ⋅ Ψ ≥ Ψ r en e n

 (IV.25) 

A threshΨ  küszöbérték különbözı értékei különbözı réteghatárokon állítják le a 

kényszermozgást, ahonnan az evolúció vezérlését a normal flow egyenletek veszik át. Egy 

valós OCT technológiával készült rágcsáló retina felvétel szegmentációs folyamatának 

néhány fázisát a IV.6. ábra mutatja: 



 48 

 

IV.6. ábra: A kidolgozott szegmentáció folyamatának néhány fázisa OCT technológiával készült rágcsáló retina 
képek szegmentációjára 

 

A kétféle módszerrel kapott eredményeket a IV.7. ábra mutatja be: 

 

IV.7. ábra: A kétféle módszer eredményei 
 

Az eredmények összehasonlítása azt mutatja, hogy a konstans integrálási határokkal végzett 

szegmentáció kissé szőkebb rétegeket eredményez, mint az optimális határokkal végrehajtott 

változat. Ez a különbség a legelmosódottabb alsó rétegnél a legfeltőnıbb.  

Az Internal Limiting Membrane (ILM) szegmentációja 

A Retinal Pigment Epitheliun (RPE) szegmentációja 
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IV.5.2. További lehetıségek 

 

IV.8. ábra: A Conb (féső) eljárás elve:a mozgó ablakba esı képrészlet sorainak vetülete szolgál az átmenetek 
közelítı meghatározására 

 

A fenti eljárás, amellyel a megoldás közeli perturbációs tartományba juttattuk a görbét 

feltételezi a görbe menti adatok viszonylagos homogenitását. Erıs (a példa képeiben 

vízszintes) inhomogenitás mellett elképzelhetı, hogy a görbe különbözı szakaszai más-más 

rétegeknél kezdenek az evolúciós egyenleteknek megfelelıen változni. Ez ellen hat a simasági 

kényszer, de hatása nem biztos, hogy minden esetben elegendı lesz. Adhatunk extra simasági 

tagot a (IV.8) alapegyenlethez14, de helyes mértékének megállapításához nincs megfelelı 

módszerünk, és ez a mérték nyílván adattartalom függı is. 

További probléma, hogy burkoltan feltételeztük a rétegek folytonosságát, és a teljes 

hosszon felinicializált kezdıgörbével ezt ki is kényszerítettük. Ez a tévedés a késıbbiekben 

már nem korrigálható. Ha tehát célunk a szegmentáció mellett a folytonosság vizsgálat is, 

akkor bajba kerülhetünk, és esetleg a megoldás-görbe alakjának, a lokális régiók tartalmának 

utófeldolgozásával kaphatunk információkat az ilyen helyekrıl.  

Ezeken a problémákon segít az OCT retina projekt kapcsán kifejlesztett elıfeldolgozó 

eljárás (Csetverikov [S7,S10]), amely nagyon gyorsan (~30 frame/sec, 300 ezer pixeles 

képeknél) iniciális kontúrokat biztosít a „Comb” (féső) módszer felhasználásával (IV.8. ábra). 

A módszer folytonossági hiányok esetén is használható. 

A második körben elvégzett aktív kontúr számítások rétegenkénti idıtartama standard 

egyprocesszoros (~2GHz) PC-n 5x5 pixeles rácsméret mellett 2-3 másodperc. Kétlépcsıs 

feldolgozásra másoknál is találhatunk példát [49]. 

                                                 
14 A görbehossz minimalizáló funkcionálból a div(n)-el arányos additív tag jelenik meg.  
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IV.5.3. Továbbfejlesztési lehetıségek 

Elsısorban a gyengébb belsı rétegek keresése jelent kihívást. Itt folytonossági hiányok és 

megkülönböztethetetlenül összeolvadt rétegek jelenhetnek meg, az általános módszerek 

természetesen nem képesek ezen problémák kezelésére. Az általánosság igényérıl lemondva 

szokásos elızetes geometriai ismeretekre támaszkodni: atlasz, „shape prior”: [50,51]. 

Hasonlóan segíthet – a rétegképek elkülönült 2D feldolgozása helyett – egy közvetlen 3D 

modellt használó rétegrekonstrukció. Ekkor a szomszédos rétegek egy modellbe foglalva, egy 

hibafüggvénnyel képesek egymás hiányosságait/hibáit valamilyen mértékben korrigálni. A 

lokális régiókra kidolgozott modell néhány változtatással 3D-re is alkalmazható. A 

lényegesebb elvi különbségek: 

• A (IV.3) egyenlet helyett a csak normál egységvektor kifejezését tartalmazó (B.5) 

egyenletet, illetve annak elsırendő változatát kell használni 

• A (IV.12) statisztikai szeparátor helyett annak 3D változatát kell használni. Ha csak 

2D rétegfelvételek állnak rendelkezésre, akkor ez egy adott tartományba esı felvételek 

tartalmának átlaga, súlyozott átlaga lehet 

• 3D-ben a magasabb rendő közelítés egy felület magasabb rendő közelítését jelenti. 

Ekkor a (IV.18)-nak megfelelı régióegyenletben a felület görbültségére jellemzı II  

tenzor, a második fundamentális forma, illetve az ekvivalens normál egységvektor 

gradiensével kifejezett alak jelenik meg 

Az elvi különbségek mellett egy fontos gyakorlati különbségre is fel kell hívni a figyelmet: a 

Signed Distance tulajdonság megırzésére kerülendı az újrainicializálás technikája, helyette 

vagy az erre a célra kidolgozott módszerek valamelyikét kell választani, vagy az evolúciós 

egyenleteket úgy megváltoztatni, hogy az elıjeles távolságfüggvénytıl való eltérést büntetı 

tagot is tartalmazzon. A várhatóan jelentısen megnövekedı feldolgozási idı csökkentése 

elkerülhetetlenné teszi a párhuzamosítást pl. GPU programozással. 
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V. 3D rekonstrukció 

A fejezet tartalma: 

• A bevezetésben ismertetem a leggyakrabban használt kameramodellt (V.1.1) és a 

modell alapján számolható megfeleltetéseket a képrészletek között: a projektív és affin 

homográfiákat (V.1.2), majd indoklom az invariáns formában megfogalmazott 

kvadratikus megfeleltetés – bizonyos feltételek melletti – szükségességét (V.1.3). A 

bevezetés a fejezetben használt alapvetı definíciók és jelölések bevezetésével zárul 

(V.1.4). 

• A második részben a lineáris transzformáció levezetésének lépéseit foglalom össze. A 

végeredmény része a kvadratikus transzformációnak, és a lépések mintául szolgálnak a 

kvadratikus transzformáció levezetéséhez.  

• A harmadik rész a kvadratikus transzformáció levezetése. Elsı lépésként a 

transzformáció objektumait mutatom be (V.3.1), ezt követi a transzformáció formulája 

általános koordinátázás mellett (V.3.2), az invariáns formula (V.3.3) és a mennyiségek 

számítása rácson, Level Set alkalmazásokhoz (V.3.4). A levezetések/bizonyítások 

részletei a C és D mellékletben, a mennyiségek alternatív kiszámítási lehetısége 

(amely pl. végeselem környezetben is használható) az E mellékletben található. 

• A negyedik részben a kvadratikus transzformációval létesített megfeleltetést 

illusztrálom a megfeleltetésben fellépı tagok értelmezésével. Elvégzem a projektív és 

affin homográfiás megfeleltetések eredményeivel való összevetését. 

• Az ötödik részben ismertetem a validáláshoz használt variációs többkamerás 

rekonstrukció módszerét, a pontos tesztkörülményeket és a teszt számszerő 

eredményeit. 
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V.1. Bevezetés 

A 3D rekonstrukció a strukturált megvilágítás alapú módszerei (3D scan) [52] olyan nagy 

pontosságot értek el, hogy ma már az ipari alkalmazásokban is megjelentek, és kvázi „ground 

truth” adatokat szolgáltatnak az egyéb rekonstrukciós módszereknek.. Az ilyen eszközök 

outputja térbeli pontfelhı, amely feldolgozására számos hatékony módszer ismeretes. Nem 

minden esetben folyamodhatunk azonban ehhez a hatékony eszközhöz, pl. a kültéri 

alkalmazásokhoz használható „Light detection and Ranging” (LIDAR) technológiák 

nehézkesek, valós idejő felvételek készítésére többnyire alkalmatlanok, és drágák, míg 

fénykép és videófelvételek készítésére szinte bárhol, bármikor mód van. Ilyenkor csak 

képekkel rendelkezünk a megfigyelt színtérrıl. Valós térbeli pontok nélkül viszont alapvetı, 

hogy robusztus technikák álljanak rendelkezésre a képrészletek megfeleltetéséhez. Ha ugyanis 

ilyen, képek alapján történı rekonstrukcióra gondolunk, ahol valamilyen okból „eléggé” távol 

kerültünk a helyes megoldástól, akkor valós 3D pontok ismeretének hiányában semmi olyan 

objektív támaszunk nincs, ami megakadályozná, hogy egy hibás eredményt végeredményként 

fogadjunk el. 

A sztereó [66] és a többkamerás [53] 3D rekonstrukció globális, energiaintegrálok 

minimalizálásán  alapuló módszereinél  elsısorban a valószínőségelméleti alapokon nyugvó 

direkt funkcionál minimalizáló eljárások terjedtek el. Legfontosabbak a „Graph Cuts” [54,55], 

„Space Carving” [56], „Markov Random Fields” [57]. Valódi, Euler-Lagrange egyenleteken 

alapuló variációs módszerek az optikai áramláshoz hasonló sztereó áramlás kétkamerás 

rendszerekre: [58,59], illetve a [36,46,47,60] a többkamerás rekonstrukcióra. 

A rekonstrukció alapja az egyes képek részleteinek megfeleltetése. Napjainkban a 

legelterjedtebben használt megfeleltetési technika a projektív geometriai alapokon nyugvó 

projektív homográfia, illetve linearizált változata az affin homográfia. Használatuk 

egyszerő, és jó eredmény szolgáltatnak az értelmezési tartományukon belül. Alább 

összefoglaljuk a lyukkamera modellt és az ebbıl származtatható megfeleltetések eredményeit, 

majd rámutatunk gyengeségeire [61]. 
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V.1.1. A projektív transzformáció 

 

V.1. ábra: A lyukkamera modell: F a fokális sík, ennek origójában találkoznak a fényvonalak. Az R a retinális 
(szenzor) sík, erre képzıdik le a megfigyelt színtér. Egy térbeli pont helyvektora M, ennek a retinális síkokon a 

megfelelı vektorai m1 és m2. 
 

Fontos: ebben az V.1 fejezetben az indexbe helyezett betők a koordinátákra utalnak nem a 

parciális deriválásra. A skalár szorzat jele a mátrix reprezentációk között a szokásos 

mátrixszorzatra utal. 

A projektív transzformáció a lyukkamera modell által, sík felületelemek leképezésének 

közelítésektıl mentes módja. Minden kamera természetes módon paraméterezi az általa 

belátott teret, saját koordinátarendszere descartesi koordinátáival. Ezt a saját 

koordinátarendszert a kamera fokális síkja és az arra merıleges harmadik tengely, a z  

határozza meg. A kamera által szolgáltatott kép a tér egy vetítése a kamera retinális síkjára, 

majd még egy, a szenzor és a megjelenítı eszköz közötti transzformáció. Ennek a vetítésnek 

az operátora P , amely homogén koordináták között teremt kapcsolatot z = ⋅m P M . 

Komponensei a kamera saját koordinátarendszerében a kameramodell alapján (a V.1. ábra 

szerinti 1. kamerára): 
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(V.1)-ben az f  a fókusztávolság xq  és yq  a szenzor és a megjelenítı eszköz közötti skálázási 

faktor, xo , yo  az optikai tengely koordinátái a megjelenítı eszközön, a p  nyírási tényezı 

korszerő eszközöknél nulla, amely mellet (V.1) átmegy az  
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 (V.2) 

egyenletekbe, itt x xs fq= , y ys fq= . Ebben a felírásban a jobb oldal elsı, 3x3 mátrixa a 

belsı kamera-paraméterek mátrixa: 1B , a második 4x1 mátrix a külsı kameraparaméterek 

mátrixa saját koordinátarendszerében, szokásos jelöléssel 1
 =  G I 0 , és 1 1 1= ⋅P B G . 

Jellemezze a kettes kamera helyzetét az elsı kamera koordinátarendszerében a 

T

x y zt t t =   t  eltolás vektor és (az eltolás helyén vett) az  =   i j kR R R R  elforgatási 

mátrix, ahol i
R , jR , k

R  az (elsı kamera) i , j , k  bázisvektorainak elforgatás utáni, elsı 

rendszerbeli koordinátáiból alkotott vektorok. Mivel az R  forgatási mátrix, ezért inverze 

megegyezik transzponáltjával, így 2
T T = ⋅  G R R t , és 2 2 2= ⋅P B G . 

V.1.2. A projektív és affin homográfia 

A projektív transzformációt sík felületelemre alkalmazva levezethetı a vetületek közötti 

transzformáció képlete. Fontossága a sztereó látásban, a többkamerás 3D rekonstrukcióban 

közismert, ahol a képrészletek közötti megfeleltetés pontossága kulcstényezı a módszer 

használhatóságát, robusztusságát tekintve.   

Elıször a második kamera és az elsı kamera koordinátái között mindig fennáll az 

2 1
T T= ⋅ − ⋅M R M R t  összefüggés. Másodszor tegyük fel, hogy a két kamerával megfigyelt 

objektum egy sík. A sík egy tetszıleges pontjának valódi (nem homogén) koordinátái az elsı 

kamera koordinátarendszerében legyenek 1

T
x y z =   M . A sík normál egységvektorát 

n -nel jelölve, a sík pontjaira igaz: 1 d⋅ =n M , ahol d const=  a sík távolsága (merıleges 

vetületének hossza) az elsı kamera koordinátarendszerének origójától (fokális pontjától) 

mérve. Ez utóbbi egyenletet d -vel osztva 11 / d= ⋅n M . Ezzel beszorozhatjuk az 

2 1
T T= ⋅ − ⋅M R M R t  egyenlet jobb oldalának második tagját: 

( )1 1

1T T

d
⋅ − ⋅ ⋅R M R t n M , és azt átrendezve kapjuk: 
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 2 1 1

1T

d

   = ⋅ − ⋅ = ⋅     
M R I tn M K M  (V.3) 

A zárójeles kifejezésre bevezettük a 
1T

d

  = ⋅ −   
K R I tn  jelölést, a tn  pedig a két vektor 

diadikus szorzata. Tehát a sík (és csakis a sík) pontjainak a két kamera által meghatározott 

koordinátarendszerekben mért 3D (térbeli) koordinátái között lineáris transzformáció:  

2 1= ⋅M K M  áll fenn.  

Ez utóbbi eredményt és a (V.2)-vel kombinálva15, a képkoordinátákra adódik: 
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(V.4) elsı egyenletébıl a térkoordinátákat kifejezve és a második egyenletbe helyettesítve:  
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B K B  (V.5) 

Azaz a projektív transzformációval formailag egyezı kifejezést kaptunk, eggyel kisebb 

dimenzióban. Az elsı képen mért 1 1

T
x y ∆ ∆    elmozdítás hatására, a második képen a 

következı pontba jutunk (bevezetjük még a 
2

1

z
w

z
=  jelölést): 

 ( )
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B K B  (V.6) 

Az (V.6) egyenletek nemlineárisak: a w  az 2x , 2y  kifejezések nevezıiben megjelenik. A 

1
2 1

−⋅ ⋅B K B  szorzat mátrixát szokás a (projektív) homográfia mátrixának nevezni. A projektív 

homográfia  1 1

T
x y ∆ ∆   -ben linearizált változata az affin homográfia. 

V.1.3. A projektív (affin) homográfia korlátai 

A projektív homográfia pontos leírást ad a képrészletek között ha a) a lyukkamera modell 

helytálló, és b) a megfigyelt objektum sík.  

                                                 
15 Az (V.2) speciálisan az elsı kamera koordinátarendszerében kifejezett, az egyszerőség kedvéért ezt a rendszert 
használtuk az eredmények levezetéséhez. 



 56 

A valóságban azonban a lyukkamera modell feltételei csak nagy fókusztávolság (ezzel 

összefüggésben általában kis látószög) mellett szoktak teljesülni. Kis fókusztávolság esetén 

már figyelembe kell venni a lencsetorzítást. Ez még elvileg korrigálható: egy plusz 

transzformációval az alapesetre juthatunk, de vannak speciális célokra tervezett optikák, 

amelyeknél nem is szempont a lyukkamera modellre való visszavezethetıség.  

A megfigyelt objektum általában nem sík. Ez addig nem probléma, míg a megfeleltetett 

képrészletek olyan objektumrészlet vetületei, amelyre az objektum és érintısíkja közel 

haladnak egymáshoz. Eszerint nagy görbülető helyeken csökkenteni kell a megfeleltetés 

méretét, ami viszont csak a robusztusság rovására tehetı meg.  

A sztereó megfeleltetéseknél gyakori a normalizált keresztkorreláció használata. Ennek 

oka –  mint azt az optikai áramlásnál láttuk –, hogy az intenzitások változását jól tőri, ami 

sztereó problémánál biztosan fellép: a) lehetetlen a kamerák belsı rendszereit pontosan és 

tartósan összehangolni, b) a részletek megvilágítottsága a kamerák helyzetétıl is függ, hacsak 

nem számíthatunk tisztán környezeti megvilágításra, ami szinte sosem teljesül. A robusztus 

keresztkorreláció nem összetéveszthetı, azaz részletes és nem ismétlıdı textúrát igényel. Erre 

annál inkább számíthatunk, minél nagyobb az összehasonlítható részletek mérete. Az 

ellentmondás nyilvánvaló, minél nagyobb a részletek mérete, annál inkább távolinak és 

síkszerőnek kell lennie a megfigyelt objektumnak. 

A fentiek alapján indokoltnak látszik olyan modell kidolgozása, amely a fenti 

problémáktól nagyrészt mentes. A felhasználási lehetıségeket is szem elıtt tartva célul tőzzük 

ki olyan nem paraméteres (invariáns) alakban megfogalmazott megfeleltetési transzformáció 

kidolgozását, amely tetszıleges vetítési függvény feltételezésével, nagygörbülető 

objektumrészletek esetén is lehetıvé teszi viszonylag nagymérető megfeleltetési tartományok 

használatát. (Hasonló törekvések sztereó problémára, explicit felületek másodrendő 

mennyiségeit is figyelembe vevı mélységi függvény ábrázolással ismertek: [62]). Ennek 

lehetıségét abban látjuk, hogy mind a leképezési függvényeket, mind a felületet másodrendő 

differenciális mennyiségekkel közelítjük, kvadratikus megfeleltetést létesítve ezáltal a 

képrészletek között is. Ennek megfelelıen mindössze annyit követelünk meg, hogy a felület 

leképzései és inverzük is létezzen. Csak technikai okból, az eredmények levezetéséhez 

feltételezzük a felületek paraméteres leírhatóságát. Az eredmények levezetéséhez alapvetıen 

a klasszikus differenciálgeometria eredményeit használjuk [63,64]. A végeredményt invariáns 

formában adjuk meg, miáltal lehetıvé válik az eredmények felhasználása a  Level Set 

módszer keretei között is. Ugyanakkor hangsúlyozzuk az eredmények általános felhasználási 
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lehetıségét minden olyan esetben, ahol képrészletek közötti megfeleltetési probléma lép fel, 

és a projektív vagy affin homográfia korlátaiba ütközhetünk, pl. [65].  

V.1.4. Definíciók, jelölések 

A megfigyelt színtér háromdimenziós euklideszi tér: 3
ℝ . Ennek standard bázisát a három, 

egymásra kölcsönösen merıleges egységvektor i , j  és k  alkotja. Ennek a térnek az 

objektumait figyeljük meg. Az objektumok felületükkel reprezentáltak, felületük a három 

dimenziós térbe ágyazott kétdimenziós sokaság. Paraméteresen, általános koordinátákkal 

kifejezve:  

 ( ) ( ) ( ) ( ), , , ,u v X u v Y u v Z u v= + +S i j k  (V.7) 

A térkoordinátákat nagybetővel jelöljük. A vetítési függvény a tér minden, három 

koordinátával jellemzett 
T

X Y Z 
    pontjához két, kisbetővel jelölt ( ),x y  képkoordinátát 

rendel. A különbözı vetítési függvényeket alsó indexükkel különböztetjük meg. Ha a vetítési 

függvény az (V.7) felület pontjait vetíti, akkor – a térkoordinátákon keresztül – a felület 

paramétereinek (is) függvénye. Az i -edik vetítési függvény alakja tehát: 

 
( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( )

, , , , , ,

, , , , , ,
i i i

i i i

x x X u v Y u v Z u v x u v

y y X u v Y u v Z u v y u v

= =
= =

 (V.8) 

A késıbbiekben a felülvonást elhagyjuk. A fejezet további részében az i  és j  indexek – és 

csak ezek – nem deriválásra, hanem a képindexre utalnak. 

Feltesszük, hogy a felület egy megfigyelt pontja körüli kicsiny nyílt koordinátakörnyezet 

képei is teljes egészükben léteznek a vetületeken. Ez a tulajdonság a függvények 

differenciálhatóságának feltétele. A vetítési függvényekrıl feltesszük továbbá, hogy ( ),u v -

ben másodfokú Taylor sorukkal közelíthetık, létezik az inverzük, és az inverz függvények is 

közelíthetık másodfokú Taylor sorral.  

V.2. Lineáris transzformáció 

Elsı lépésként lineáris transzformációt vezetünk le képrészletek között. Ez egyfelıl egyszerő 

formában szemlélteti a levezetés közben használt elveket, másfelıl részét képezi a 

kvadratikus transzformációnak is, amely ehhez képest egy másodfokú additív mennyiséggel 

bıvül.  
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V.2.1. Elsırendő közelítı vetítési függvény  

Az (V.8) egyenletekkel adott függvényeket ( ),u v -ben sorba fejtjük, és csak az elsırendő 

tagokat tartjuk meg. A megfigyelt pont körüli differenciálokat így jelöljük: 

 
( ) ( )
( ) ( )

, ,

, ,
i i i

i i i

dx x u du v dv x u v

dy y u du v dv y u v

= + + −
= + + −

 (V.9) 

A differenciálokat elsı rendben közelítjük. Mátrixos formalizmusban: 

 
i i

i

i i i

x x
dx du

u v
dy y y dv

u v

 ∂ ∂     ∂ ∂   ≈     ∂ ∂        
∂ ∂ 

, i id d≈ ⋅x J u  (V.10) 

Itt iJ  mátrixa a leképezés Jacobi mátrixa. A közelítés jelét a továbbiakban elhagyjuk, és 

egyenlıségjelet használunk. A Jacobi mátrix és a késıbbiekben bevezetett Hesse mátrixok 

jelölésénél kissé hanyag módon elhagyjuk a zárójeleket, de jelentésük: i i
 =  J J ,  

11
i i

−−  =  J J  stb., illetve a közöttük végzett szokásos mátrixszorzásra a skaláris szorzás jelét 

használjuk, pl. 
11

j i j i

−−    ⋅ =     J J J J . 

V.2.2. Inverz transzformáció, képek közötti transzformáció 

Egy másik, j  indexszel azonosított transzformáció közelítése formailag teljesen megegyezik 

az (V.10)-zel. A felületen mért du  elmozdítást az egyik egyenletbıl kifejezve és azt a 

másikba helyettesítve a képrészletek közötti összefüggést kapjuk. Az inverz: 

 1
i id d−= ⋅u J x  (V.11) 

A képrészletek közötti transzformáció: 

 1
jel

j j i j ij id d d−= ⋅ ⋅ = ⋅x J J x A x  (V.12) 

Az ijA  komponensei itt még paraméteres formában adottak. Ezen a ponton a következı 

megjegyzéseket érdemes megtenni:  

• az (V.10) egyenlet egy lokális koordináta transzformáció, a felület ( ),u v  koordinátái 

és az ( ),i ix y  képkoordináták között, tehát ( ),i ix y  is teljes értékő koordinátarendszer 

(lokális térkép) 
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• ugyanez igaz az ( ),j jx y  képkoordinátákra 

• végül az (V.12) is koordináta transzformáció, amely két lokális térképrészlet (a felület 

azon pontjai, amelyek mindkét képen látszanak) között létesít kapcsolatot, tehát ijA  

mátrixa az ( ) ( ), ,i i j jx y x y→  koordináta transzformáció Jacobi mátrixa 

V.2.3. Az invariáns alak 

Most figyelembe vesszük, hogy az (V.8) szerint a vetítési függvények a felület pontjainak 

térkoordinátái (V.7) szerinti összetett függvények, és így a differenciáloperátorok között, egy 

tetszıleges f  függvényre alkalmazva a következı összefüggés áll fenn: 

 
u

v

f X f Y f Z f
f

u u X u Y u Z
f X f Y f Z f

f
v v X v Y v Z

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + + = ⋅ ∇

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= + + = ⋅ ∇
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

S

S

 (V.13) 

Alkalmazva ezeket a vetítési függvényekre a iJ , jJ  komponensek: 

 u i v i
i

u i v i

x x

y y

 ⋅ ∇ ⋅ ∇ =  ⋅ ∇ ⋅ ∇  

S S
J

S S
      (V.14) 

 u j v j
j

u j v j

x x

y y

 ⋅ ∇ ⋅ ∇ =  ⋅ ∇ ⋅ ∇  

S S
J

S S
 (V.15) 

Az (V.14) és (V.15) összefüggéseket az (V.12)-be helyettesítve az ijA  komponensei: 

 

( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( )

11

12

21

22

1

det

1

det

1

det

1

det

u j v i v j u i
i

u j v i v j u i
i

u j v i v j u i
i

u j v i v j u i
i

a x y x y

a x x x x

a y y y y

a y x y x

 = ⋅ ∇ ⋅ ∇ − ⋅ ∇ ⋅ ∇  

 = − ⋅ ∇ ⋅ ∇ + ⋅ ∇ ⋅ ∇  

 = ⋅ ∇ ⋅ ∇ − ⋅ ∇ ⋅ ∇  

 = − ⋅ ∇ ⋅ ∇ + ⋅ ∇ ⋅ ∇  

S S S S
J

S S S S
J

S S S S
J

S S S S
J

 (V.16) 

A (V.16)-ban: ( ) ( )( ) ( )( )det i u i v i v i u ix y x y= ⋅ ∇ ⋅ ∇ − ⋅ ∇ ⋅ ∇J S S S S . Az összes 

komponens felírható a felület normál egységvektorával, pl. ez utóbbi determináns átalakítása: 

 

( )( ) ( )( )
( ) ( )
( )

u i v i v i u i

i u v i i v u i

i v u u v i

i i i i

x y x y

x y x y

x y

x y x y
×

⋅ ∇ ⋅ ∇ − ⋅ ∇ ⋅ ∇ =
∇ ⋅ ⋅ ∇ − ∇ ⋅ ⋅ ∇ =
−∇ ⋅ − ⋅ ∇ =

 −∇ ⋅ ⋅ ∇ = − ∇ ∇ 

S S S S

S S S S

S S S S

N N n

      (V.17) 
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(V.17)-ben a második sorban átzárójeleztünk, felhasználtuk a diádok vektorral való 

szorzatának azonosságát, a harmadik sorban a tenzorok  linearitási tulajdonságát 

(disztributivitás) használtuk fel. A negyedik sorban az v u u v−S S S S  mennyiségben 

felismertük a felület normálvektorának kifejezését, az ×
  N  tenzort (jelentése: 

×
  ⋅ = × N w N w  minden w -re), végül a normálvektor hosszát kiemelve jutottunk a záró 

kifejezéshez, ahol a függıleges vonalak közé írt mennyiség: i ix y∇ ∇n  a három alkotó vektor 

vegyes szorzata.  

A mátrixkomponenseknek (V.16) a determinánshoz hasonló átalakítása (V.17) után a 

normálvektor hossza a hányadosokból kiesik, és a megmaradó mennyiségek mind 

invariánsok: a felület elsırendő differenciális invariánsa a normál egységvektor és a vetítési 

függvények elsırendő invariánsai, a gradiensek. A végeredmény így írható: 

 

j i i j

i i i i
ij

j i i j

i i i i

x y x x

x y x y

y y x y

x y x y

 ∇ ∇ ∇ ∇ 
 ∇ ∇ ∇ ∇ =  ∇ ∇ ∇ ∇ 
 
∇ ∇ ∇ ∇  

n n

n n
A

n n

n n

 (V.18) 

V.2.4. Kiegészítés 

Az v u u v−S S S S  mennyiségrıl belátjuk, hogy megegyezik az ×
  N  tenzorral. Tekintsük egy 

tetszıleges w  vektoron vett hatását, és végezzünk azonos átalakításokat: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )v u u v u v v u v u u v ×
 − ⋅ = ⋅ − ⋅ = × × = × × = × = ⋅ S S S S w S w S S w S w S S S S w N w N w

amibıl következik az v u u v×
  = − N S S S S  azonosság. 

Level Set módszer alkalmazásakor a (V.18) mennyiségeit rácson számítjuk. A standard 

bázisban a mátrixelemek számlálói és nevezıi is egy-egy determináns meghatározását 

igénylik. A determináns sorai a vegyes szorzatot alkotó vektorok standard bázisbeli 

komponensei. 

V.3. Kvadratikus transzformáció 

A kvadratikus transzformáció levezetésének lépései nagyban hasonlítanak a lineáris 

transzformáció lépéseihez. Ez alól kivételt képeznek az inverz transzformáció és képek 

közötti transzformáció (V.2.2.) lépések. 
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V.3.1. Másodrendő közelítı vetítési függvény  

(V.9) másodfokú Taylor sor közelítése az i  indexre: 

 

2 2 2
2 2

2 2

2 2 2
2 2

2 2

1
2

2

1
2

2

i i i i i
i

i i i i i
i

x x x x x
dx du dv du dudv dv

u v u vu v

y y y y y
dy du dv du dudv dv

u v u vu v

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  = + + + +  ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  = + + + +  ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ 

 (V.19) 

Ugyanezek a vetítési függvény komponensek mátrixokkal és az ( ),u v  térképen mért 

T
d du dv =   u  elmozdulással: 

 1

2
i

i

x

i i
y

d d
d d

d d

 ⋅ ⋅ = ⋅ +  ⋅ ⋅  

u H u
x J u

u H u
 (V.20) 

Itt iJ  mátrixa az (V.10)-ben bevezetett Jacobi mátrix, a 
ix

H  és 
iy

H  mátrixok a leképezés 

komponensek Hesse mátrixai: 

 

2 2

2

2 2

2

i

i i

x

i i

x x

u vu
x x

u v v

 ∂ ∂ 
 ∂ ∂∂ =  ∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂ 

H , 

2 2

2

2 2

2

i

i i

y

i i

y y

u vu
y y

u v v

 ∂ ∂ 
 ∂ ∂∂ =  ∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂ 

H  (V.21) 

V.3.2. Inverz transzformáció, képek közötti transzformáció 

A lineáris transzformáció következı lépéséhez hasonlóan a (V.19) egyenletekbıl kellene 

kifejezni a du  vektort. Nem keressük azonban a pontos kifejezést, megelégszünk annak egy 

közelítésével. Feltételezzük, hogy az inverz függvény létezik, és az is jól közelíthetı 

másodfokú Taylor sorával. A sor együtthatóit ezen a ponton ismeretlennek tételezzük fel, és a 

, ...u vp b
ɶ ɶ  ismeretlenekkel jelöljük az alábbi szerint: 

 
( )

( )

2 2

2 2

1
2

2
1

2
2

u i u i u i u i i u i

v i v i v i v i i v i

du p dx q dy a dx c dx dy b dy

dv p dx q dy a dx c dx dy b dy

= + + + +

= + + + +

ɶ ɶ ɶ ɶ ɶ

ɶ ɶ ɶ ɶ ɶ

 (V.22) 

Az (V.22) egyenleteket (V.19)-be helyettesítve, és a ,i idx dy  differenciálok összegzett 

hatványkitevıi szerint csoportosítva az ismeretlen együtthatókra két ismeretlenes lineáris 

egyenletrendszerek adódnak (C melléklet). Ezek megoldásával a közelítı inverz (a 

( )1
T

T
i i
− −=J J  jelöléssel) egyenletek: 
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( )
( )

1
1

1

1

2
i

i

T
i i x i i

i i T
i i y i i

d d
d d

d d

− −
−

− −

   ⋅ ⋅ ⋅ ⋅    = ⋅ −     ⋅ ⋅ ⋅ ⋅     

x J H J x
u J x

x J H J x
 (V.23) 

Az (V.23) egyenletekben a Hesse mátrixok másodrendő tenzorokként transzformálódnak, a 

zárójelben álló összeg vektorként. 

A képek közötti transzformációhoz a du  ismeretében a j  képre felírt (V.19) 

egyenletekbe helyettesítés után fenti módszer ismétlésével jutunk (C melléklet). A kamerák 

közötti transzformáció végeredménye: 

 
( )
( )

( )
( )

11

1 1

1 1

2 2
ji

i j

TT
i i x i ii i x i i

j ij i ij T T
i i y i i i i y i i

d dd d
d d

d d d d

− −− −

− − − −

   ⋅ ⋅ ⋅ ⋅⋅ ⋅ ⋅ ⋅   = ⋅ − ⋅ +     ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅     

x J H J xx J H J x
x A x A

x J H J x x J H J x
 (V.24) 

Az (V.24)-ben a Jacobi, Hesse mátrixok és az ijA  komponensei még az általános ( ),u v  

koordinátákkal adottak. 

V.3.3. Az invariáns alak 

Ugyanúgy, mint a lineáris transzformáció levezetésénél, figyelembe vesszük, hogy az (V.8) 

szerint a vetítési függvények a felület pontjainak térkoordinátái szerinti összetett függvények. 

Az elsırendő differenciáloperátorok között fennáll (V.13), a másodrendő 

differenciáloperátorok hatása egy tetszıleges f  függvényre a következık: 

 

uu u u

uv u v

vu v u

vv v v

f
f f

u u
f

f f
v u

f
f f

u v
f

f f
v v

∂ ∂
= ∇ ⋅ + ⋅ ∇∇ ⋅

∂ ∂
∂ ∂

= ∇ ⋅ + ⋅ ∇∇ ⋅
∂ ∂
∂ ∂

= ∇ ⋅ + ⋅ ∇∇ ⋅
∂ ∂
∂ ∂

= ∇ ⋅ + ⋅ ∇∇ ⋅
∂ ∂

S S S

S S S

S S S

S S S

 (V.25) 

A formulák levezetése történhet koordinátákkal, de kiindulhatunk az elsı deriváltak 

továbbderiválásából is, pl.:  

( ) ( ){ }u
uv u uv v u uv u v

ff f
f f f f f

v u v v

∂ ∇ ⋅∂ ∂ ∂∇  = = ∇ ⋅ + ⋅ = ∇ ⋅ + ∇ ∇ ⋅ ⋅ = ∇ ⋅ + ⋅ ∇∇ ⋅ ∂ ∂ ∂ ∂

S
S S S S S S S S

A parciális deriváltak kommutációs tulajdonsága miatt: 
f f

v u u v

∂ ∂ ∂ ∂
=

∂ ∂ ∂ ∂
 az (V.25) második 

és harmadik sora természetesen megegyezik. (Megjegyzendı, hogy ebbıl is látszanak a 

parciális deriváltak kommutációs tulajdonságából folyó szimmetriatulajdonságok, mint az 

u v v uf f⋅ ∇∇ ⋅ = ⋅ ∇∇ ⋅S S S S .) 
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Ugyanúgy, ahogy az (V.13) összefüggésekkel kifejezhetık a Jacobi-mátrixok 

komponensei, az (V.25) azonosságokkal kifejezhetık az (V.21) Hesse-mátrixok 

komponensei: 

 u u uu u v uv
f

v u vu v v vv

f f f f

f f f f

 ⋅ ∇∇ ⋅ + ⋅ ∇ ⋅ ∇∇ ⋅ + ⋅ ∇ =  ⋅ ∇∇ ⋅ + ⋅ ∇ ⋅ ∇∇ ⋅ + ⋅ ∇  

S S S S S S
H

S S S S S S
, ( ), , ,i i j jf x y x y∈  (V.26) 

A Jacobi és Hesse mátrixok (V.14), (V.26) alakját a (V.24) egyenletbe helyettesítve, 

megfelelı átrendezések után (D melléklet) a végeredményt kapjuk: 
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 (V.27) 

Az (V.27)-ben szereplı tenzorok elemi tenzorokból építhetık: 

   
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

11 12

21 22

i i j

i i j

x y x

x y y

a a

a a

= + + + − +

= + + + − +

P U T U T U T

Q U T U T U T
 (V.28) 

(V.28)-ban az 11 12 21 22, ,a a a a=  értékek az ijA  (V.16) szerinti komponensei. Végül az elemi 

tenzorok (a D melléklet alapján): 

   
( ) ( )
f

f

f

f
× ×

× ×

   = − ⋅ ∇∇ ⋅   
    = ∇ ⋅ ⋅ ∇ ⋅     

U n n

T n n n n
 (V.29) 

( ), , ,i i j jf x y x y∈ , és a d  az ijA  mátrix komponenseinek közös osztója: 
1

i i

d
x y

=
∇ ∇n . 

Végeredményünk a vetítési függvények és a megfigyelt felület másodrendő invariáns 

mennyiségeit tartalmazza szétválasztva. Az U  tenzorok a vetítési függvényeket, a T  

tenzorok a megfigyelt felületet másodrendben approximálják. 

V.3.4. A kvadratikus transzformáció mennyiségeinek számítása rácson 

Level Set alkalmazásoknál az (V.29) mennyiségeit fix térbeli rácson számítjuk ki az 

( ), , ,i i j jf x y x y∈  vetítési függvényekre. 

Az (V.29) f  gradiensek komponensei a standard bázisban: 
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 (V.30) 
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Ha a normál egységvektor komponensei 
T

X Y Zn n n =   n ɶ ɶ ɶ , akkor kereszttenzorának 

komponensei: 
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0

0

Z Y

Z X

Y X

n n

n n

n n
×

 − 
   = −  
 −  

n

ɶ ɶ

ɶ ɶ

ɶ ɶ

 (V.31) 

Gradiensének három derivált komponense (komponens mátrixai): 
X

×
 ∂  
∂

n
, 

Y

×
 ∂  
∂

n
, 

Z

×
 ∂  
∂

n
, az 

(V.31) komponenseinek megfelelı deriváltjaiból álló mátrixok. Ezeket a mátrixokat balról az 

T
X Y Zn n n =   n ɶ ɶ ɶ  sorvektorral szorozva az ( )×

 ⋅ ∇ n n  mátrix oszlopait kapjuk. 

V.4. A kvadratikus transzformáció eredménye (illusztrációk) 

Az eredmények vizualizálásához a szokásos objektumokat használtuk. Az összes bemutatott 

illusztrációhoz a felületek implicit módon, Signed Distance függvénnyel adottak. Elsıként  

(V.2. ábra) nagy távolságokig gömb és tórusz közelítéseket mutatunk be, a tórusz közelítését 

elliptikus és hiperbolikus pontjában is.  

 

V.2. ábra: Tórusz és gömb közelítése. A j. kamera az érintısíkkal párhuzamosan néz, így az érintısík egy 
vonalként jelenne meg a képeken. Jól megfigyelhetı az intenzív perspektivikus hatás is. 
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A második sorozaton a görbületek megjelenítéséért felelıs fT  tenzorok nullára állítása 

mellett összehasonlítjuk a projektív homográfia és annak másodrendő közelítése (a 

kvadratikus transzformációval) eredményeit (V.3. ábra). 

 

V.3. ábra: A projektív homográfia, és másodrendő közelítése. Az adott intenzitású perspektíva mellett a 
különbségek elhanyagolhatók. 

 

Végül a különbözı transzformációk (lineáris, projektív, kvadratikus) összehasonlítása 

következik a V.4. ábrán. 

 

V.4. ábra: Az i. kép adott részletének közelítései a j. képen: lineáris (affin homográfia), projektív homográfia és 
a kvadratikus transzformációkkal.  

 

Figyelemre méltó a tórusz kvadratikus közelítésével kapott transzformáció kétértékősége. A 

képrészlet széleinek képe a tórusz túloldalára mutat. Ez a probléma a gyakorlatban egyszerően 

kezelhetı: a transzformált pontokon középrıl indulva spirálisan kifelé kell haladni, és ha 

olyan pontra értünk, ahol már korábban jártunk, az elızıleg talált (pixel)értéket kell 

figyelembe venni. 
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V.5. Kvadratikus transzformáció egy alkalmazása 

A bemutatott kvadratikus transzformáció minden olyan esetben alkalmazható, amikor 

képrészletek közötti megfeleltetés szolgáltat valamiféle – általában hiba jellegő – mérıszámot 

[66]. Tipikus alkalmazás a sztereó vagy többkamerás rekonstrukció, ahol leggyakrabban az 

affin homográfia kapcsolatot használják. Ez az V.1.3 fejezetben részletezett esetekben 

elégtelen lehet. Az elızı fejezet illusztrációi alapján elvárható a nagyobb robusztusság akár a 

projektív homográfiával összevetve is16. Az elmélet igazolására a Feugeras és Keriven által 

bevezetett [46,67] variációs, többkamerás rekonstrukciót választottuk, amely a Level Set 

módszerrel kombinálva következı hasznos tulajdonságokkal bír:  

• Automatikusan kezeli a láthatóságot: csak azokat a kamerapárokat veszi figyelembe a 

megfeleltetésnél, amelyek az aktuális (evolválódó) felület esetén az adott pontot látják 

• Automatikusan regularizál: az egyenletek tartalmazzák a simasági tagot, ha egy 

felületi pont nem látszik egyetlen kamera páron sem, ott az evolúciót az átlaggörbület 

vezérli (mean curvature flow) 

• Követi a topológia változását 

• Korrelálatlan részleteknél az evolválódó felület mindig zsugorodik, ezért a háttér (az 

aktuális felületen kívüli objektumok képe) nem zavarja a folyamatot 

Ugyanakkor, mivel csak képek alapján dolgozik, robusztus megfeleltetés szükséges: ha az 

aktuális felület egyszer egy rekonstruálandó objektum belsejébe került, akkor az objektum 

már háttérobjektumnak minısül. Ezt a folyamatot valós térbeli információ nélkül már nem 

lehet megállítani. Ha a textúrázottság kedvezıtlen, pl. ismétlıdı mintázat, nagyobb homogén 

foltok, akkor csak a megfeleltetési terület méretének növelésével biztosítható a robusztusság. 

Itt merülhet fel a kvadratikus transzformáció szükségessége. 

Elıször tehát e módszer rövid ismertetésére térünk rá: egy tetszılegesen paraméterezett 

(V.7) szerinti felületre definiálunk egy, a teljes felületen értelmezett felületi hibaintegrált. A 

hibaintegrál szerkezetére nézve megköveteljük, hogy magába foglalja a felület érintısíkját is, 

mert ennek figyelembevételével létesítünk megfeleltetést a képrészletek között:  

 ( ) ( ) ( )( ), u v
S

E d= Φ ×∫S, n S u n u S S u  (V.32) 

                                                 
16 Ahol a lyukkamera modell nem alkalmazható, ott le is kell mondanunk a homográfia (affin és projektív is) 
használatáról. Mivel a vetítési függvények ismerete nélkül, a tér viszonylag kevés pontjának leképezése alapján 
(kalibráció ritka rácson) a függvény másodfokú közelítése elegendı. 
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Ez egy eléggé általános felületi integrál, „plug in” Lagrange függvénnyel. A funkcionálhoz 

rendelhetı Euler-Lagrange egyenletek másodrendő parciális differenciálegyenletek. Az Euler-

Lagrange egyenletek felületevolúcióhoz használható normálirányú komponense, a „normal 

flow” egyenlet formailag teljesen megegyeznek az elızı fejezetben, síkgörbére levezetett 

(alternatív) (B.4) egyenlettel. A gyakorlatban [47] ennek elsırendő változatát használják (az 

u v h× =S S  jelöléssel): 

 ( ) ( )h divβ  = Φ ⋅ + Φ − Φ ⋅ S nn n n  (V.33) 

a β  szolgál a problémához rendelt (II.8) Level Set egyenletekben a normálirányú sebesség 

mértékéül. Ha Level Set függvényként az elıjeles távolságfüggvényt: ( ),ϑ τS  használjuk, 

akkor a felületevolúció egyenlete a 1h ≡ , ϑ= ∇n , ( )div ϑ= ∆n  (ahol ∆  a Laplace 

operátor) helyettesítéssel: 

 ( )
( )0

ϑ
ϑ ϑ ϑ

τ
ϑ

∂
= Φ ⋅ ∇ + Φ − Φ ⋅ ∇ ∆

∂
⇔

S n

S

 (V.34) 

Az eddigi általánosságban is igaz összefüggéseket a Φ  Lagrange függvénnyel specializáljuk 

sztereó problémává: 
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 (V.35) 

Az (V.35)-ben a ∑ arra utal, hogy összegzést végzünk az összes olyan kamera párra (vagy 

azok egy részhalmazára), amelybıl a nézett felületi pont látszik. A normalizált 

keresztkorreláció: ijNCC  a megfigyelt pont i , j  vetületének kicsiny környezetei – a 

képrészletek – között számolt. A iW  korrelációs tartomány az i  vetületen definiált, ennek 

képe a j  vetületen az ( )ij iWF , amely minden, a tartományba esı i∆x  ponthoz annak 

( )j ij i∆ = ∆x F x  képét rendeli. A Feugeras és Keriven által bevezetett eredeti modellben 

lyukkamera feltételezése mellett az ijF -t affin homográfiával (lineáris transzformáció) 

közelítik. A módszerek összehasonlítására ugyanazon körülmények mellett, csak a 

megfeleltetés módjában eltérı (tehát lyukkamera modell szolgáltatta leképezés lineáris, illetve 
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kvadratikus közelítése) felületevolúciót végeztünk17. A szintetikus adatok használata lehetıvé 

tette a hiba objektív mértéke: az evolúcióval adódó megoldásfelület és a rekonstruálandó 

objektum pontjainak térbeli távolsága alapján való összehasonlítást. 

A kvadratikus transzformáció képletei miatt – most a Lagrange függvény a 

( ), ,Φ = Φ ∇S n n  alakot ölti – a görbület jellemzı mennyisége is megjelennek a Lagrange 

függvényben, de a (V.34), (V.35) egyenletek szerkezete is változik a ΦS  és Φn  gradiensek 

megváltozó formulái miatt. 

V.5.1. Tesztkörülmények és teszteredmények 

 

V.5. ábra: A szintetikus objektum két nézetben textúra nélkül, mesterséges textúrával és a kiinduló állapot: a 
vizuális burok.  

 

A tesztelés inputja egy szintetikus objektum (V.5. ábra). Textúrázottsága kedvezıtlen, 

görbületi viszonyai változóak, jelentıs görbülető részletekkel. A 400x300 pixeles felbontású 

képeken 15x1518-ös korrelációs ablakot használtunk. A Level Set rács térbeli felbontása 

80x80x80, a rácsméret összemérhetı az objektum finomabb struktúráival. Az iniciális alak az 

objektum vizuális burka.  

A rekonstrukció megállításához csak a keresztkorrelációs hiba teljes felületre vett 

integrálja szolgáltathat mérıszámot (más mértékre nem támaszkodhatunk). A rekonstrukciót 

befejezettnek tekintjük ennek minimumánál. A rekonstrukció végeredménye (V.6. ábra) jól 

mutatja a várt különbségeket. A nagy görbülető részleteket a lineáris transzformáció nem 

tartotta meg. A szintetikus objektumhoz térbeli adatok is rendelkezésre állnak. A 

végeredmények eszerinti vizsgálata alapján is jelentıs különbséget tapasztalunk, de a 

legfontosabb különbség mégis az, hogy az objektív mérıszám a lineáris transzformáció 

esetében még romlott is a kiinduló állapothoz képest (V.1. táblázat). Megjegyzendı még, 

                                                 
17 Szigorúan véve a kvadratikus egyenletekhez új Euler-Lagrange egyenletek is tartoznak, de az ezzel járó 
bonyodalmak elkerülése végett feltételeztük az amúgy is közelítı (V.33), (V.34) egyenletek érvényességét. 
18 Kisebb korrelációs ablakkal a végeredmény jellege nem változik, de a szükséges iteráció szám nagyobb. 
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hogy a keresztkorrelációs mértékek egymással nem összehasonlíthatók, mert másképpen 

számolódnak a lineáris és kvadratikus esetekben (ezért van eltérés a kezdıállapotok 

mérıszámai között). 

 

V.6. ábra: A rekonstrukciók végeredményei: lineáris megfeleltetéssel a jobb oldalon, kvadratikus 
megfeleltetéssel a bal oldalon.  

 

 

 

V.1. Táblázat: Teszt rekonstrukció eredmények 
 

A kétféle módszerrel végzett rekonstrukció eredményei ugyanakkor nem tértek el egymástól 

amikor az objektum nem tartalmazott extrém nagy görbülető részleteket (V.7. ábra). 

 

V.7. ábra: Egy gyakran használt objektum rekonstrukciójának fázisai.  
 

Típus Állapot Ф átlag 
Átlagos 
abszolút 
eltérés 

lineáris kezdı 0.0393 0.040 
kvadratikus kezdı 0.0337 0.040 

lineáris vég 0.0116 0.057 
kvadratikus vég 0.0084 0.017 



 70 

VI. Tézisek 

Az értekezésben a variációszámítás alkalmazásának példáit láthattuk a gépi látás néhány 

fontos területén. Ezekhez kapcsolódnak  az értekezés tézisei is, az optikai áramlás, az aktív 

kontúrok és a 3D rekonstrukció területérıl. 

VI.1. Tézis 1: A variációs keresztkorrelációs optikai áramlás egyenletei           

és alkalmazásuk 

1.1  Bevezettem a normalizált keresztkorrelációs adattagot szürke árnyalatos és színes 

képekre variációs keretek között. Levezettem a lokális integrál Euler-Lagrange egyenleteit, a 

lokális integrál egyenletei alapján felírtam a normalizált keresztkorrelációs funkcionál Euler-

Lagrange egyenleteit. 

1.2  Kidolgoztam a normalizált keresztkorrelációs adattagot tartalmazó optikai áramlási 

egyenletek gyakorlati alkalmazásához a közelítı, linearizált numerikus egyenleteket, ehhez 

elsı lépésként az analitikus egyenletek kismérető korrelációs ablakra vonatkozó közelítı 

formuláját határoztam meg. A közelítı analitikus egyenletbıl kiindulva kidolgoztam a 

linearizált numerikus egyenleteket.  

1.3  A tézisben ismertetett eredmények validálására és gyakorlati alkalmazására 

szoftverkomponenst fejlesztettem, amellyel elvégeztem az intenzitásváltozás-tőrési és 

numerikus pontossági teszteket a szakirodalomból ismert követelmények szerint.  

Fontosnak tartottam a megbízható matematikai megalapozást, a numerikus formulához 

vezetı következtetéseknél a jól beazonosítható lépések sorozatát. A módszert és a tesztek 

eredményeinek publikációja megtörtént [S1,S2,S3,S5,S6]. 

VI.2. Tézis 2: Lokális régió alapú aktív kontúr bevezetése, javaslat 

Lagrange függvényre, a használhatósági tartomány kiterjesztése 

2.1 Bevezettem a görbe menti lokális régiók fogalmát szegmentációs célra, ezáltal 

lehetıvé vált a képjellemzık statisztikai értelmezése nyílt és zárt görbékre egyaránt. 

Javaslatot tettem a lokális régiók szétválasztását lehetıvé tevı statisztikai értelmő Lagrange 

függvényre. 
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2.2 Két irányban továbbfejlesztettem az alapmodellt. Elıször, másodrendő 

görbeillesztéssel lehetıvé vált nagy görbülető részek pontos közelítése, ezáltal a lokális 

integrálási régió méretének növelése a szeparáló görbe mentén. Másodszor, definiáltam az 

optimális mérető (alakú) integrálási tartományt, amely maximalizálja a lokális régiók 

elkülönítésének mértékét, növelve a módszer precizitását. Bemutattam, hogy ez utóbbi 

probléma lokális variációszámítási probléma. Javaslatot tettem a továbbfejlesztett modell 

statisztikai értelmő Lagrange függvényére. 

2.3 Felírtam a modellekhez tartozó Euler-Lagrange egyenleteket és a Level Set 

egyenleteket. Kifejlesztettem az eredmények gyakorlati alkalmazását lehetıvé tevı 

szoftverkomponenst. A szoftver szolgáltatta eredményeket gyakorlati példára alkalmazva, az 

elıszegmentálási módszer eredményeinek javulása állapítható meg, szakértıi szegmentálási 

eredményekre támaszkodó összehasonlításban.  

Megbízható matematikai alapon nyugvó, gyakorlatban jól használható módszert kaptunk 

eredményül, amely ötvözi a régió alapú (statisztikailag értelmezhetı mennyiségek) és a 

lokális módszerek (gyorsaság) elınyeit. A módszer és az eredmények publikálása megtörtént 

[S7,S10]. 

VI.3. Tézis 3: Képrészletek közötti kvadratikus megfeleltetés 

(transzformáció) formulájának levezetése, az eredmény megadása invariáns 

mennyiségekkel 

3.1 Felírtam a képrészletek közötti lineáris transzformációt invariáns mennyiségekkel, 

ezek a vetítési függvények gradiensét és a megfigyelt felület normál-egységvektorát 

tartalmazzák. Levezettem a képrészletek közötti kvadratikus transzformáció egyenleteit 

paraméteres formában. Levezettem a kvadratikus transzformáció egyenleteit invariáns 

formában. 

3.2 Megadtam a kvadratikus transzformáció mennyiségeinek kiszámítását lehetıvé tevı 

gyakorlati számítási lehetıségét konstrukcióval, amely pl. véges elem módszerekhez 

használható. Megadtam a kvadratikus transzformáció mennyiségeinek kiszámítását fix térbeli 

rácson a Level Set módszerekhez. Az eredményeket alkalmazhatóságát egy többkamerás 3D 

rekonstrukciós módszer implementálásával, a módszerrel végzett összehasonlító teszttel 

ellenıriztük.  
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3.3 A kvadratikus transzformáció analízisével tisztáztam az affin és projektív  

homográfiákkal való kapcsolatát, továbbá egy olyan alkalmazáson keresztül igazoltuk 

hasznosságát, ahol a szokásos affin és projektív homográfiáknak  kedvezıtlen (nagy görbülető 

részletek, gyéren textúrázott modell) input adatok álltak rendelkezésre. A kvadratikus 

transzformáció lehetıvé teszi a képrészletek tartományának kiterjesztésével a megfeleltetések 

pontosságának, és így az erre alapozó módszerek robusztusságának növelését. 

A kvadratikus transzformáció lehetıvé teszi a képrészletek tartományának 

kiterjesztésével a megfeleltetések pontosságának, és így az erre alapozó módszerek 

robusztusságának növelését.  Az eredmények publikálása megtörtént [S4,S8], benyújtva: 

[S9*]. 
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Mellékletek 

A. Keresztkorrelációs adattag Euler-Lagrange egyenletei 

Az alábbiakban a keresztkorrelációs adattaggal és standard simasági taggal adott (III.7) 

funkcionálból származtatjuk a (III.9) – közelítı – Euler-Lagrange egyenleteket. Feltesszük, 

hogy a keresett függvények analitikusak, a C∞  függvényosztály elemei, és Taylor soruk 

legalább véges tartományban mindenhol konvergens. 

Elıször, az elvek könnyebb megértése végett a legegyszerőbb, egy ismeretlen függvényt 

tartalmazó, egydimenziós esettel foglalkozunk. Lagrange függvénynek egy lokális integrállal 

adott formát választunk: 

 ( ) ( )( ),

b x p

a x p

u L u d dxξ ξ ξ

+

−

   =     
∫ ∫F  (A.1) 

Itt ,x a b ∈   , ,x p x pξ  ∈ − +   és 2p b a−≪  az ablakméret. A funkcionál elsı variációját 

a ( )h ξ  próbafüggvénnyel képezzük, amelyre az ismeretlen függvényre kirótt megkötés 

(analitikus) érvényes: 

 ( ) ( ) ( )( ),

b x p

a x p

u h L u h d dxε ξ ε ξ ξ ξ

+

−

   + = +    
∫ ∫F  (A.2) 

Az extrémum létezésének szükséges feltétele: 

 ( )( ) ( )
0

0 ,

b x p b x pjel

a x p a x p

L L
u h d dx hd dx

u uε

δ ξ ξ ξ ξ ξ
ε

+ +

= − −

     ∂ ∂ ∂   = = = =    ∂ ∂ ∂      
∫ ∫ ∫ ∫

F
F �  (A.3) 

(Ettıl a ponttól kezdve a függvények argumentumának jelölését az egyszerőség kedvéért 

elhagyjuk, ahogy az utolsó egyenlıségjel után látható.) A problémát most az jelenti, hogy 

(A.3)-ban a próbafüggvény a lokális integrál alatt van: ( )h h ξ= . Mivel azonban 

feltételezésünk szerint minden pontban analitikus, ezért tetszıleges x  körül sorba fejthetı: 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )21

2
h h x h x x h x xξ ξ ξ′ ′′= + − + − +… , ahol a próbafüggvény és deriváltjai 

már az x  pontban adottak. Behelyettesítés után kapjuk: 

 
( )

( )
0

0
!

b x pn
n

na x p

h L
x d dx

n u
δ ξ ξ

+∞

= −

  ∂  = − =  ∂  
∑∫ ∫F  (A.4) 
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Az (A.4) alakra már elvégezhetık a szükséges parciális integrálási lépések, ha a 

próbafüggvényre és deriváltjaira kirójuk a szokásos peremfeltételeket: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0h a h b h a h b h a h b′ ′ ′′ ′′= = = = = =…  (A.5) 

Az (A.5) figyelembevételével elvégzett parciális integrálási lépések után marad: 

 ( )
( )

( )
0

1
0

!

nb x p
n

n

n
na x p

d L
h x x d dx

n udx
ξ ξ

+∞

= −

  −  ∂  − =    ∂    
∑∫ ∫  (A.6) 

Amely a variációszámítás alaptétele alapján a  

 
( )

( )
0

1
0

!

n x p
n

n

n
n x p

d L
x d

n udx
ξ ξ

+∞

= −

 −  ∂  − =  ∂  
∑ ∫  (A.7) 

Euler-Lagrange egyenletekre vezet. Megjegyzendı, hogy a) általánosabb esetben a lokális 

integrálás határai is lehetnek függvények: ( )p p x= , és a határok nem szükségképpen 

szimmetrikusak, b) az (A.1) helyett választható az ismeretlen függvény deriváltját is 

tartalmazó általánosabb: 

 ( ) ( ) ( )( )ˆ , ,

b x p

a x p

u L u u d dxξ ξ ξ ξ

+

−

   ′ =     
∫ ∫F  (A.8) 

funkcionál, amely a következı Euler-Lagrange egyenletre vezet: 

 
( )

( ) ( )
0

1
0

!

n x p x p
n

n n

n
n x p x p

d L d L
x d x d

n u dx udx
ξ ξ ξ ξ

+ +∞

= − −

 −  ∂ ∂  − − − =  ′∂ ∂  
∑ ∫ ∫  (A.9) 

Másodszor, az tekintsük az egy ismeretlen függvényt tartalmazó, kétdimenziós esetet. Az 

egydimenziós esethez analóg módon a kétdimenziós tesztfüggvényt visszük ki a lokális 

integrálok elé:  

 ( ) ( ) ( ) ( )
( )0 0 ,

1
, 0

! !

n m
n m

n m

n m
m n W x y

L
h x y x y dW d

n m ux y
ξ η

+∞ ∞ +

= =Ω

  − ∂ ∂   − − Ω =   ∂ ∂ ∂    
∑ ∑∫ ∫  (A.10) 

A szögletes zárójelben szereplı kifejezésnek kell azonosan nullának lennie tetszıleges 

( ),h x y  mellett19. 

Végül a normalizált keresztkorrelációs egyenletekhez tekintsük az: 

                                                 
19 Téglalap alakú tartományra ez triviális, a kettıs integrál kétszeres integrállá alakításával, tetszıleges 
tartományra a Green tétel segítségével bizonyítható. 
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( ) ( )

( )

2 2 2 2
0 1

2 2
0 1

1
,

2

,

x y x y
W

W W

E u v I I dW d u u v v d
N

N u v I dW I dW

α

Ω Ω

 = − Ω + + + + Ω   

=

∫ ∫ ∫

∫ ∫
 (A.11) 

Funkcionált, ahol az ( ),N u v  a normalizáló tényezı. Az elızı esethez képest annyi a 

változás, hogy az elmozdulás mezı két ismeretlen komponensét két független hε  és gδ  

függvénnyel variálva két (független) egyenletet kapunk. Elvégezve még a lokális integrálási 

változók konverzióját a lokális, (téglalap alakú) integrálási tartomány közepére: xξ ξ− → , 

yη η− →  helyettesítésekkel, figyelembe véve, hogy 0I  független az elmozdulás mezıtıl, 

továbbá 1 1u xI I= , 1 1v yI I= , az Euler-Lagrange egyenletek: 

 

( ) ( )

( )

0 1

1 1 0 12
0 0 1

0 1

1 1 0 12
1

1 1

! !

1 1

! !

n m
n m

W n m n m
x x xx yyn m W W

m n
W

n m
n m

W n m n m
y yn m W W

W

I I dW
I I dW I I dW u u

n m Nx y I dW

I I dW
I I dW I I dW

n m Nx y I dW

ξ η ξ η α

ξ η ξ η

+∞ ∞ +

= =

+
+

  −  ∂   − = +    ∂ ∂     

  −  ∂   −    ∂ ∂    

∫
∑∑ ∫ ∫

∫

∫
∫ ∫

∫
( )

0 0
xx yy

m n

v vα

∞ ∞

= =

= +



∑∑

 (A.12) 

Az (A.12) bal oldalának elsı közelítései ( ( ),z x y∈ ): 

 
0 1

0 1 1 0 12
1

1 W
z z

W W

W

I I dW
k I I dW I I dW

N I dW

   = −     

∫
∫ ∫

∫
 (A.13) 

A „bilineáris” tagokig bezárólag: 

 

0 1

1.5 1 1 0 12
1

0 1

1 1 0 12
1

0 1

1 1 0 12
1

1

1

1

W
z z

W W

W

W
z z

W W

W

W
z z

W W

W

I I dW
k I I dW I I dW

N I dW

I I dW
I I dW I I dW

x N I dW

I I dW
I I dW I I dW

y N I dW

ξ ξ

η η

   = −     

   ∂  − −   ∂     

   ∂  − −   ∂     

∫
∫ ∫

∫

∫
∫ ∫

∫

∫
∫ ∫

∫

2 0 1

1 1 0 12
1

1 W
z z

W W

W

I I dW
I I dW I I dW

x y N I dW
ξη ξη

   ∂  + −   ∂ ∂     

∫
∫ ∫

∫

 (A.14) 
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B. Lokális koordinátarendszer Euler-Lagrange egyenletei 

A minimalizálandó funkcionált általános paraméterezéssel adottnak kell vennünk, mivel az 

ismeretlen függvény variálásakor nem támaszkodhatunk az ívhossz szerinti paraméterezésre. 

Az „ívhossz” tds dt hdt= =r , itt bevezettük a t t th = = ⋅r r r  jelölést. Ekkor 

minimalizálandó: 

 ( ) ( )( ),
G

t t hdtΦ∫ r e  (B.1) 

A következı differenciálgeometriai összefüggéseket fel fogjuk használni (a gradiens képzést a 

nem szokásos 
d

dr
, 

∂
∂r

stb. módon jelöljük, mert ez jól mutatja a láncszabály használatát): 

1. Az egységtenzor: = +I ee nn , ahol 
1

t
h

=e r  

2. 
1

t
t

dh

d h
= r

r
, illetve 3

1 1
t

t

d

d h h

   = −   
r

r
, és tt

t

dh dh

dt d
= r

r
 

3. Ha egy valós értékő f  függvény explicit módon függ r -tıl és e -tıl, akkor 

t t

df f f

dt

∂ ∂
= ⋅ + ⋅

∂ ∂
r e

r e
 

4. ( ) ( )
2

1 1 1 1 1 1
t t tt tt t tt t tt tt tt

d

dt h h h h hh

      = + = − ⋅ = − ⋅ = − ⋅         
e r r r r r r r ee r I ee r  

itt felhasználtuk a 2. pont eredményeit, továbbá a diadikus szorzat definícióját: 

( ) ( )
2

1
t tt t tt tt

h
⋅ = ⋅ = ⋅r r r e r e ee r  , továbbá 1. szerint 

1
t tt

h
= ⋅e nn r  

5. ( )
2

1 1 1 1 1 1
t t t

t t

d d

d d h h h h hh

      = + = − = − =       
e

r I I r r I ee nn
r r

, felhasználtuk 2. 

eredményeit és 1.-et 

6. 0t tt t t⋅ ≡ ⇒ ⋅ = − ⋅n r n r n r , és t t⋅ = − ⋅n e n e  

7. Ha az tr duális bázisvektorát tr -vel jelöljük (azaz 1t
t ⋅ =r r , és irányuk is egyezı), 

akkor definíció szerint: ( ) 1t
t tdiv

h
= ⋅ = ⋅n r n e n , vagy a 6-ból ( ) 1

tdiv
h

= − ⋅n e n  
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(B.1) szélsıértékének szükséges feltétele szolgáltatja a probléma Euler-Lagrange egyenleteit: 

 0
t t

d d dh
h

dt

 ∂Φ ∂Φ  − ⋅ + Φ =  ∂ ∂ ∂ ∂ 
e

r e r r
 (B.2) 

Bevezetjük a 
∂Φ

= Φ
∂ r
r

 , 
∂Φ

= Φ
∂ e
e

, 
∂ ∂Φ

= Φ
∂ ∂ ee
e e

, 
∂ ∂Φ

= Φ
∂ ∂ er
r e

 jelöléseket, a (B.2) bal 

oldalán azonos átalakításokat végzünk: 

( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1
t

t t

t t t t t t t

t t t t t

d d dh d d
h h h

dt dt h dt

h

h h

   ∂Φ ∂Φ    − ⋅ + Φ = Φ − Φ ⋅ + Φ = Φ − Φ ⋅ + Φ    ∂ ∂ ∂ ∂   
= Φ − Φ ⋅ + Φ ⋅ ⋅ − Φ ⋅ + − Φ ⋅ + Φ ⋅ − Φ

= Φ − Φ ⋅ − Φ ⋅ + Φ ⋅ ⋅ − Φ ⋅ + − Φ ⋅ − Φ

r e r e

r er ee e r e

r r er ee e e

e
nn r nn e

r e r r

r e nn n n nn r e e e

ee e e nn n n nn e e e

 

A láncszabály intenzív alkalmazása mellett az elsı sorban felhasználtuk a 2. 3. és 5. 

összefüggéseket. A második sorban a 3. összefüggést, a harmadik sorban csoportosítottunk. 

Az Euler-Lagrange egyenletek normál vektor irányú komponense szolgáltatja a „normal 

flow” sebességértékét. A fenti egyenletekbıl n -nel való skaláris szorzással kapjuk: 

( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

t t t t t

t t t

t t

h h

h h

h div

h div

 Φ − Φ ⋅ − Φ ⋅ + Φ ⋅ ⋅ − Φ ⋅ + − Φ ⋅ − Φ ⋅ 
= Φ ⋅ − ⋅ Φ ⋅ − ⋅ Φ ⋅ − Φ ⋅ − Φ ⋅

 = Φ ⋅ − ⋅ Φ ⋅ + Φ − ⋅ Φ ⋅ − Φ ⋅ 
 = Φ − Φ ⋅ ⋅ + Φ − Φ ⋅ + ⋅ Φ ⋅ 

r r er ee e e

r er ee e

r er ee e

r er e ee

ee e e nn n n nn e e e n

n n e n e n e n

n n e n n e n

e n e n n n

 

Itt a második sorban felhasználtuk, hogy 0⋅ ≡e n  és 0t ⋅ ≡n n , a negyedik sorban pedig, 

hogy tetszıleges v  vektorra fennáll, hogy ( ) ( )t h div⋅ = ⋅v n v e n , amely komponensekre 

bontással látható be, illetve ( ) ( )t h div⋅ = ⋅v e v n n , a 7. felhasználásával. Végeredményünk 

a normálirányú komponensre tehát: 

 ( ) ( ) ( )h divβ  = Φ − Φ ⋅ ⋅ + Φ − Φ ⋅ + ⋅ Φ ⋅ r er e eee n e n n n  (B.3) 

Az elsırendő közelítı egyenlet: 

 ( ) ( )h divβ  = Φ ⋅ + Φ − Φ ⋅ r en e n  (B.4) 

Érdemes még a normál, és az érintı egységvektorok közötti egyértelmő kapcsolatból 

következı azonosságok: a) Φ ⋅ = Φ ⋅
e n

e n , b) Φ ⋅ = Φ ⋅
er nr

e n  és c) 

⋅ Φ ⋅ = − ⋅ Φ ⋅
ee nn

n n n n  alapján a (B.3) egyenletet alternatív módon megfogalmazni: 

 ( ) ( ) ( )h divβ  = Φ − Φ ⋅ ⋅ + Φ − Φ ⋅ − ⋅ Φ ⋅ r nr n nnn n n n n n  (B.5) 

A (B.5) alak megegyezik a 3D rekonstrukció Feugeras-Keriven által kidolgozott 

egyenletekkel átrendezett formában. 
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C. A kvadratikus transzformáció paraméteres egyenletei 

Az inverz transzformáció: a (V.22) behelyettesítése (V.19)-be, a tagok össz-hatványkitevıi 

szerinti csoportosításával: 

 

( )
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i i
x dy

 (C.1) 

A további, m n
i idx dy , 3m n+ ≥  tagokat a ( )3 ,i io dx dy  jelöli. Ezeket elhanyagoljuk. Nullára 

rendezve az egyenleteket, a különbözı differenciálok együtthatóinak külön-külön is nullának 

kell lenniük, egyébként nem lehetnének tetszılegesek.. Felhasználjuk az (V.10) és (V.21) 

jelöléseket, továbbá áttérünk tisztán mátrixos jelölésre: a ⋅ ⋅w H z  alakú kifejezések mátrixos 

jelölésrendszerben a megegyeznek a 11 12 1
1 2

21 22 2

H H z
w w

H H z

   
     
             

, vagy 1
1 2

2

z
w w

z

 
             

H  alakokkal, 

azaz vagy a pontot használjuk, vagy pont nélkül transzponálással fejezzük ki ugyanazokat a 

szorzatokat (de ilyenkor az egyértelmőség miatt ezt zárójelbe helyezéssel jelezzük): 
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Az (V.22) mátrixos formában: 1

2

u u i
i i

u u i u u i

v v i v v i
i i

v v i

a c dx
dx dy

du p q dx c b dy

dv p q dy a c dx
dx dy

c b dy

     
       
                         = +                                            

ɶ ɶ

ɶ ɶ ɶ ɶ

ɶ ɶ ɶ ɶ

ɶ ɶ

, behelyettesítve 

az ismeretlenekre kapott fenti kifejezéseket, kisebb átrendezés után adódik (V.23). A leírtak 

világosan mutatják a másodrendő transzformáció levezetésének elveit (C.1) alapján, de sok 

számolással járnak. Egyszerőbb úton is eljuthatunk ugyanehhez az eredményhez. Induljunk ki 

a (V.20) egyenletrendszerbıl: 
1

2
i

i

x

i i
y

d d
d d

d d

 ⋅ ⋅ = ⋅ +  ⋅ ⋅  

u H u
x J u

u H u
 és fejezzük ki a jobb oldal 

lineáris részébıl a du  vektort: 
1 1

2
i

i

x

i i
y

d d
d d

d d
−

   ⋅ ⋅    = ⋅ −    ⋅ ⋅    

u H u
u J x

u H u
, és végezzünk el a jobb 

oldal másodrendő kifejezésén változó transzformációt: 1 T
i i i id d d− −= ⋅ = ⋅u J x x J . 

Behelyettesítve az elızı egyenletbe: 

 
( )
( )

1
1

1

1

2
i

i

T
i i x i i

i i T
i i y i i

d d
d d

d d

− −
−

− −

   ⋅ ⋅ ⋅ ⋅    = ⋅ −     ⋅ ⋅ ⋅ ⋅     

x J H J x
u J x

x J H J x
 (C.2) 

Éppen (V.23)-t kapjuk. 

Most rátérünk a kamerák közötti transzformáció levezetésére. A j  kamerára nyilván 

fennáll a (C.2)-vel megegyezı:  

 
( )
( )

1

1

1

1

2
j

j

T
j j x j j

j j T
j j y j j

d d
d d

d d

− −
−

− −

   ⋅ ⋅ ⋅ ⋅     = ⋅ −      ⋅ ⋅ ⋅ ⋅    

x J H J x
u J x

x J H J x
 (C.3) 

A bal oldalak egyenlısége alapján (ugyanazt, a felületen du  vektorral mért elmozdulást 

figyeljük meg az i és j  vetületeken) írható: 

( )
( )

( )
( )

1 1
1 1

11

1 1

2 2
j i

ij

T T
j j x j j i i x i i

j j i i TT
i i y i ij j y j j

d d d d
d d

d dd d

− − − −
− −

− −− −

       ⋅ ⋅ ⋅ ⋅  ⋅ ⋅ ⋅ ⋅      ⋅ − = ⋅ −             ⋅ ⋅ ⋅ ⋅  ⋅ ⋅ ⋅ ⋅         

x J H J x x J H J x
J x J x

x J H J xx J H J x
 

( )
( )

( )
( )

11
1

1 1

1 1

2 2
ji

i j

TT
j j x j ji i x i i

j j i i T T
i i y i i j j y j j

d dd d
d d

d d d d

− −− −
−

− − − −

     ⋅ ⋅ ⋅ ⋅⋅ ⋅ ⋅ ⋅      = ⋅ − +        ⋅ ⋅ ⋅ ⋅  ⋅ ⋅ ⋅ ⋅      

x J H J xx J H J x
x J J x

x J H J x x J H J x
 

A 1 1
i i j jd d d− −= =u J x J x  azonosságból a ( ) ( )1 1

j j

T T
j j x j j i i x i id d d d− − − −⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅x J H J x x J H J x  

és ( ) ( )1 1

j j

T T
j j y j j i i y i id d d d− − − −⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅x J H J x x J H J x , továbbá a 1

j i
−J J  éppen az ijA  

adódik: 
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( )
( )

( )
( )

11

1 1

1 1

2 2
ji

i j

TT
i i x i ii i x i i

j ij i ij T T
i i y i i i i y i i

d dd d
d d

d d d d

− −− −

− − − −

   ⋅ ⋅ ⋅ ⋅⋅ ⋅ ⋅ ⋅   = ⋅ − ⋅ +     ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅     

x J H J xx J H J x
x A x A

x J H J x x J H J x
 (C.4) 

Végeredményünk tehát a (V.24). Fontos megjegyezni, hogy ugyanez a végeredmény 

származik abból a megfontolásból, ha a j  vetület másodrendő közelítésébe: 

 

2 2 2
2 2

2 2

2 2 2
2 2

2 2

1
2

2

1
2

2

i i i i i
i

i i i i i
i

x x x x x
dx du dv du dudv dv

u v u vu v

y y y y y
dy du dv du dudv dv

u v u vu v

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  = + + + +  ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  = + + + +  ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ 

 helyettesítjük közvetlenül a 

közelítı inverz (C.2) eredményét, és ugyanazokat a megfontolásokat tesszük a különbözı 

összesített hatványkitevıjő differenciálok együtthatóira, amelyeket az inverz levezetésére 

során tettünk, tehát a m n
i idx dy , 3m n+ <  tagokat megtartva, a differenciálok szerinti 

nullára rendezés után az együtthatókra külön-külön is kirójuk a zéró feltételt. 
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D. A kvadratikus transzformáció invariáns egyenletei  

A (C.4) egyenletrendszerben szereplı kvadratikus mennyiségek formailag megegyeznek: 

 1T
i f i
− −⋅ ⋅J H J , ( ), , ,i i j jf x y x y∈  (D.1) 

Ugyanúgy járunk el, mint azt a lineáris transzformáció formulájának levezetésekor tettük: a 

kifejezésbe helyettesítjük a térkoordináták szerinti közvetett függést megjelenítı (V.14) és 

(V.26) mennyiségeket: 

2 v i u i u u uu u v uv v i v i

v i u i v u vu v v vv u i u i

y y f f f f y x
D

x x f f f f y x

     ⋅ ∇ − ⋅∇ ⋅∇∇ ⋅ + ⋅∇ ⋅∇∇ ⋅ + ⋅∇ ⋅∇ − ⋅∇     
     − ⋅ ∇ ⋅ ∇ ⋅∇∇ ⋅ + ⋅∇ ⋅∇∇ ⋅ + ⋅∇ − ⋅∇ ⋅∇          

S S S S S S S S S S

S S S S S S S S S S
 (D.2) 

(D.2)-ben az (V.16)-ban bevezetett determináns reciproka: ( )
1

det i

D =
J

 (V.17) szerint. 

Végezzük el a mátrixok összeszorzását: 

( ) ( )
( ) ( )

v i u i i v u u u u v i u u v v u u

v i u i i v v u u v v i u v v v v u

v i u i i v

v i u i

y y y f f x f f

x x y f f x f f

y y y f

x x

   ⋅∇ − ⋅∇ ∇ ⋅ ⋅∇∇ ⋅ − ⋅∇∇ ⋅ ∇ ⋅ ⋅∇∇ ⋅ − ⋅∇∇ ⋅   
   − ⋅∇ ⋅∇ ∇ ⋅ ⋅∇∇ ⋅ − ⋅∇∇ ⋅ ∇ ⋅ ⋅∇∇ ⋅ − ⋅∇∇ ⋅      

 ⋅∇ − ⋅∇ ∇ ⋅ ∇ ⋅ + − ⋅∇ ⋅∇  

S S S S S S S S S S S S S S

S S S S S S S S S S S S S S

S S S

S S

( ) ( )
( ) ( )

uu u uv i u uv v uu

i v vu u vv i u vv v vu

f x f f

y f f x f f

 − ∇ ⋅ ∇ ⋅ ∇ ⋅ − ∇ ⋅ 
 ∇ ⋅ ∇ ⋅ − ∇ ⋅ ∇ ⋅ ∇ ⋅ − ∇ ⋅  

S S S S S S S

S S S S S S S S

 

v u u v u u v v u u v v v u u v
i i i i

v v u u u v v u u v v u v v u u

v u u v u u v v
i

v v u u u

f f f f
y y x y

f f f f

f f
y

f

   ⋅∇∇ ⋅ − ⋅∇∇ ⋅ ⋅∇∇ ⋅ − ⋅∇∇ ⋅    ∇ ⋅ ⋅∇ ∇ ⋅ ⋅∇   − ⋅∇∇ ⋅ + ⋅∇∇ ⋅ − ⋅∇∇ ⋅ + ⋅∇∇ ⋅     
− ⋅∇∇ ⋅ + ⋅∇∇ ⋅

∇ ⋅
⋅∇∇ ⋅ −

S S S S S S S S S S S S S S S S

S S S S S S S S S S S S S S S S

S S S S S S S S

S S S S S

u u v v v u u v
i i i

v v u u v v u v v u u

v uu v u uv v u uv
i i i

v vu u u vv u

f f
x x x

f f f

f f f
y y x

f f

 
 
 
 
    − ⋅∇∇ ⋅ + ⋅∇∇ ⋅     ⋅∇ ∇ ⋅ ⋅∇    ⋅∇∇ ⋅ ⋅∇∇ ⋅ − ⋅∇∇ ⋅       

 ∇ ⋅ − ∇ ⋅ ∇ ⋅ ∇ ⋅ ⋅∇ ∇ ⋅ − ∇ ⋅ + ∇ ⋅  +

S S S S S S S S

S S S S S S S S S S S

S S S S S S S S S

S S S S S S

v v uu v
i

u vv u v vu u

v uu v u uv v u uv v v uu v
i i i i

v vu u u vv u u vv u v vu u

f
y

f f

f f f f
y x x x

f f f f

   − ∇ ⋅   ⋅∇ − ∇ ⋅ + ∇ ⋅   
    − ∇ ⋅ + ∇ ⋅ − ∇ ⋅ + ∇ ⋅     ∇ ⋅ ⋅∇ ∇ ⋅ ⋅∇    ∇ ⋅ − ∇ ⋅ ∇ ⋅ − ∇ ⋅       

S S S

S S S S S S

S S S S S S S S S S S S

S S S S S S S S S S S S

 

Vezessük be a következı jelöléseket: 

 f v u u v u u v v v v u u u v v u

f v uu v u uv v v vu u u vv u

f f f f

f f f f

= ⋅ ∇∇ ⋅ − ⋅ ∇∇ ⋅ − ⋅ ∇∇ ⋅ + ⋅ ∇∇ ⋅
= ∇ ⋅ − ∇ ⋅ − ∇ ⋅ + ∇ ⋅

U S S S S S S S S S S S S S S S S

T S S S S S S S S S S S S

ɶ

ɶ
 (D.3) 

Ezekkel a mátrixszorzatok: 
i f i i f i i f i i f i

i f i i f i i f i i f i

y y x y y y x y

y x x x y x x x

   ∇ ⋅ ⋅∇ −∇ ⋅ ⋅∇ ∇ ⋅ ⋅∇ −∇ ⋅ ⋅∇   +   −∇ ⋅ ⋅∇ ∇ ⋅ ⋅∇ −∇ ⋅ ⋅∇ ∇ ⋅ ⋅∇      

U U T T

U U T T

ɶ ɶ ɶ ɶ

ɶ ɶ ɶ ɶ . 

Végeredményünk ezekbıl az elemi fUɶ , fT
ɶ  tenzorokból  épül fel. Végezzük el (C.4)-ben az 

összevonásokat, a és vezessük be: 
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( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

11 12

21 22

i i j

i i j

x y x

x y y

a a

a a

= + + + − +

= + + + − +

P U T U T U T

Q U T U T U T

ɶ ɶ ɶ ɶ ɶ ɶ ɶ

ɶ ɶ ɶ ɶ ɶ ɶ ɶ
 (D.4) 

Ezekkel a (C.4) a következı formát ölti: 

 
2

2

i i i i
i i

i i i i
j ij i

i i i i
i i

i i i i

y y x y
d d

y x x xD
d d

y y x y
d d

y x x x

   ∇ ⋅ ⋅ ∇ −∇ ⋅ ⋅ ∇   ⋅ ⋅   −∇ ⋅ ⋅ ∇ ∇ ⋅ ⋅ ∇   = ⋅ −   ∇ ⋅ ⋅ ∇ −∇ ⋅ ⋅ ∇  ⋅ ⋅  −∇ ⋅ ⋅ ∇ ∇ ⋅ ⋅ ∇     

P P
x x

P P
x A x

Q Q
x x

Q Q

ɶ ɶ

ɶ ɶ

ɶ ɶ

ɶ ɶ

 (D.5) 

(D.5)-ben a 11 12 21 22, ,a a a a=  mennyiségek az ijA  (invariáns) elemei, de a többi mennyiség 

még nem invariáns. A ( )
1

det i

D =
J

 pl. tartalmazza a normálvektor hosszát, négyzete így 

írható fel (V.17) szerint: 

 2 2

2 2 2

1 1 1
jel

i i

D d
x y

= =
∇ ∇N n N

 (D.6) 

A (D.6) miatt a (D.3) elemi tenzorokat olyan formában kell keresnünk, amelybıl a 

normálvektor hosszának négyzete kiemelhetı, és a maradék mennyiség invariáns, azaz csak a 

normál egységvektort tartalmazza. 

Ehhez elıször tekintsük az fUɶ  tenzorok következı átalakítását: 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

f v u u v u u v v v v u u u v v u

v u u v u u v v u v v u v v u u

v u u v u v u v u v v u v u v u

v u u v u v u v v u

f f f f

f f f f

f f f f

f

= ⋅ ∇∇ ⋅ − ⋅ ∇∇ ⋅ − ⋅ ∇∇ ⋅ + ⋅ ∇∇ ⋅
= ⋅ ∇∇ ⋅ − ⋅ ∇∇ ⋅ + ⋅ ∇∇ ⋅ − ⋅ ∇∇ ⋅
= ⋅ ∇∇ ⋅ − ⋅ ∇∇ ⋅ + ⋅ ∇∇ ⋅ − ⋅ ∇∇ ⋅
= − ⋅ ∇∇ ⋅ + −

U S S S S S S S S S S S S S S S S

S S S S S S S S S S S S S S S S

S S S S S S S S S S S S S S S S

S S S S S S S S S S

ɶ

( ) ( ) 2

2

v u

v u u v u v v u

f

f

f f f
× × × ×

⋅ ∇∇ ⋅

       = − ⋅ ∇∇ ⋅ − = − ⋅ ∇∇ ⋅ = − ⋅ ∇∇ ⋅       
=

S S

S S S S S S S S N N N n n

N U

 

A második és harmadik sorok között kihasználtuk a parciálisok kommutációját: pl. 

u u v v u v u vf f⋅ ∇∇ ⋅ = ⋅ ∇∇ ⋅S S S S S S S S . A végeredményben megjelent a normálvektor 

hosszának négyzete, amely a (D.6) miatt a végeredménybıl kiesik. Eredményünk a 

normálvektor hosszától mentesített, s így invariáns mennyiség: 

 f f
× ×

   = − ⋅ ∇∇ ⋅   U n n  (D.7) 

(D.7) jelentése: a vetítési függvényeket közelítı másodrendő differenciális mennyiségek. 
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Másodszor a fT  tenzorok meghatározásához szükséges fontos lépést egy lemmában 

foglaljuk össze: 

Lemma: 

A f v uu v u uv v v vu u u vv uf f f f= ∇ ⋅ − ∇ ⋅ − ∇ ⋅ + ∇ ⋅T S S S S S S S S S S S Sɶ  speciálisan választott 

koordináta-rendszerben a következı egymással ekvivalens formában írható fel: 

( ) ( ) ( )
.spec rsz

f f f
× × × ×

       = − ∇ ⋅ ⋅ ⋅ = ∇ ⋅ ⋅ ∇ ⋅       T n N II N n n N Nɶ  

Bizonyítás: 

Vezessük be a következı jelölést: ( )u u u v v u v v
f uu uv vu vv

f= ∇ ⋅ + + +R S S S S S S S S S S S Sɶ . 

1.) Elıször határozzuk meg a fT
ɶ  és fRɶ  közötti kapcsolatot. Ehhez induljunk ki a következı 

szorzatból:  

u u u v
f uu uv

v u v v
vu vv

uu v v uv v u vu u v vv u u

f

f f

f f

f f f f

× × × × × ×

× × × ×

           ⋅ ⋅ = ∇ ⋅ ⋅ ⋅ +∇ ⋅ ⋅ ⋅           
       +∇ ⋅ ⋅ ⋅ +∇ ⋅ ⋅ ⋅       

= −∇ ⋅ +∇ ⋅ +∇ ⋅ −∇ ⋅

= −

N R N S N S S N S N S S N

S N S S N S N S S N

S S S S S S S S S S S S

T

ɶ

ɶ

 

tehát: 

 f f× ×
   = − ⋅ ⋅   T N R Nɶɶ  (D.8) 

Megjegyzés: a (D.8)-ban megtalált fT
ɶ  egyébként már „majdnem jó”, de a benne szereplı fRɶ  

tényezı nem invariáns. Helyette kell invariáns kifejezést találnunk. 

2.) A f∇ -et bontsuk fel most a következıképpen: u v
u vf f f f∇ = ∇ ⋅ + ∇ ⋅ + ∇ ⋅S S S S nn .  

Ekkor: 

 
( )
( )
( )

u u u v v u v v
f uu uv vu vv

u u u u v v u v v
u uu u uv u vu u vv

v u u u v v u v v
v uu v uv v vu v vv

f

f

f

= ∇ ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅

+∇ ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅

+∇ ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅

R n n S S S n S S S n S S S n S S S

S S S S S S S S S S S S S S S S S

S S S S S S S S S S S S S S S S S

ɶ

 (D.9) 

Az elsı sorban a zárójeles kifejezés valódi tenzor invariáns alakban: bebizonyítható a 

koordinátákról (a skaláris szorzatokról), hogy másodrendő kovariáns tenzor koordinátaként 

transzformálódnak, és ezek a koordináták a kontravariáns bázisvektorokkal kontrakcióban 

invariáns mennyiséget képeznek, következésképpen semmilyen koordinátarendszerben nem 

tüntethetı el. Ezt az invariáns másodrendő tenzort második fundamentális formának nevezik, 

a felület görbültségét fejezi ki és II -vel jelölik. A második és harmadik sorban fellépı 
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skaláris szorzatok kifejezhetık a Christoffel szimbólummal: ( )p p
q rs rs p q rs pqg⋅ = Γ ⋅ = ΓS S S S 20, 

pl. u v
u vu vu u u vu v u⋅ = Γ ⋅ + Γ ⋅S S S S S S . A tenzoranalízisbıl ismert, hogy mindig létezik olyan 

koordinátarendszer, amelyben egy adott pontban a Christoffel szimbólumok eltőnnek. Ilyen – 

csak bizonyos koordinátarendszerekben létezı – mennyiségek végeredményünkben (a P  és 

Q  tenzorok!) nem szerepelhetnek. Ez egyszerő számolással igazolható is (ld. kiegészítés a 

melléklet végén). 

Egy ilyen koordinátarendszerben: ( )f f= ∇ ⋅R n IIɶ , ezzel bizonyítottuk a lemma elsı 

egyenlıségét, hiszen (D.8)-ba helyettesítéssel: 

 ( )f f
× ×

   = − ∇ ⋅ ⋅ ⋅   T n N II Nɶ  (D.10) 

3.) Határozzuk meg most a második egyenlıség egy tényezıjét: 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

u v
vu u v uu uu v u vu vv u v uv uv v u vv v u u v

vu u v uu uu v u vu v vv u v uv uv v u vv u

vu u v uu v v vv u u uv v u

× ×
    ⋅ ∇ ⋅ = ⋅ + − − + + − − ⋅ −      
 = ⋅ − + − − + + − − 

= − ⋅ + ⋅ + ⋅ − ⋅

n N N n S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S

n S S S S S S S S S S S S S S S S S S

n S S S n S S S n S S S n S S S

Ennek ( )f∇ ⋅ n -szerese megegyezik (D.10)-zel, bizonyítottuk a lemma második 

egyenlıségét is: 

 ( ) ( )f f
× ×

   = ∇ ⋅ ⋅ ∇ ⋅   T n n N Nɶ  (D.11) 

Ezzel bizonyítottuk a lemma állítását. 

 

Határozzuk meg most a 2

1
f f=T T

N

ɶ  értékét az elsı (D.10) egyenletre: 

 ( )f f
× ×

   = − ∇ ⋅ ⋅ ⋅   T n n II n  (D.12) 

A (D.12) és (D.10) abban különbözik, hogy a normálvektorok helyére normál egységvektorok 

kerültek. Végezzük el ugyanezt a helyettesítést a (D.11)-en is: 

 ( ) ( )f
f

×
   = ∇ ⋅ ⋅ ∇ ⋅   ×T n n n n  (D.13) 

Ezek az egyenletek már csupa invariánst tartalmaznak, tehát minden koordinátarendszerben 

igaznak kell lenniük. A (D.12), (D.13) jelentése ugyanaz: a megfigyelt felület görbületét leíró 

másodrendő differenciális mennyiségek, de a (D.13) direkt módon a normál-egységvektorral 

adott.  

                                                 
20 Itt használtuk az Einstein összegzési konvenciót. 
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Összefoglalva eredményeinket megkapjuk a (V.29) formulát: 

 ( ) ( )
f

f

f

f
× ×

× ×

   = − ⋅ ∇∇ ⋅   
    = ∇ ⋅ ⋅ ∇ ⋅     

U n n

T n n n n
 (D.14) 

Az eredmények levezetéséhez egy különleges lépést használtunk, nevezetesen: speciális 

paraméterezés melletti egyszerősített egyenletekbıl indultunk ki, amely paraméterezéstıl 

független részét – amelynek minden koordinátarendszerben igaznak kell lennie – tartottuk 

meg. Hogy csak ez a rész számíthat, álljon itt a következı példára: a gömb szokásos 

paraméterezése mellett a délkör pontjai ilyen speciális koordinátarendszer alkotnak, és ott 

minden lépés (a koordinátafüggı is) igaz. A (D.13) viszont nem tartalmaz semmi, a 

koordinátarendszerre utaló mennyiséget; és a gömb minden pontja egyenértékő, tehát 

koordinátázástól független mennyiség minden pontjában ugyanazt kell, hogy jelentse. 

A másik megjegyzés, hogy a fenti formula helyett – alternatív megoldásként – speciális 

konstrukcióhoz is folyamodhatunk a fT  közvetlen kiszámítása érdekében. Ezt mutatjuk be az 

E mellékletben. A kétféle módszer természetesen ugyanazokat az eredményeket szolgáltatja. 

Kiegészítés 

A (D.9) második és harmadik sora a fRɶ  tenzor érintısíkra vett vetülete: 

 

( )
( )
( )

u u u u v v u v v
f u uu u uv u vu u vvT

v u u u v v u v v
v uu v uv v vu v vv

u u u v v u v v
uu uv vu vvT
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T

f

f

f

f

= ∇ ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅

+∇ ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅

= ∇ ⋅ + + +

= ∇ ⋅ Γ

R S S S S S S S S S S S S S S S S S

S S S S S S S S S S S S S S S S S

S S S S S S S S S S S S

ɶ

 (D.15) 

Itt a Γ  jelölés utal a mennyiség nem tenzor jellegére. A (D.4) kifejezések érintısík 

vetületének kifejezésében minden tagban a vetítési függvények gradiensének érintısík 

vetülete áll ugyanazzal  a mennyiséggel ( ∗
× ×

   Γ = ⋅ Γ ⋅   N N )  szorzatban. Ezen közös 

tényezı kiemelésével pl. a  

 ( ) ( )11 12i i jT T T T
a x a y x ∗− = ∇ + ∇ − ∇ ⋅ ΓP Uɶ ɶ  (D.16) 

A i T
x∇ , i T

y∇ , j T
x∇  mennyiségekbıl a i

dx , i
dy  és jdx  skaláris szorzattal (a nem zéró 

du  vektorral) állítható elı, azokra viszont a lineáris transzformáció érvényes (mivel az 

érintısíkban maradtunk és a vetítési függvényeket elsı rendben közelítettük), formálisan:  

 ( )11 12 11 120
i i j i i jT T T

a dx a dy dx a x a y x d= + − = ∇ + ∇ − ∇ ⋅ u  (D.17) 
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Következıleg (D.17)-ben a zárójeles kifejezés zéró, és visszafelé a (D.15) típusú kifejezések  

a Pɶ  és Qɶ  típusú összegekben – mint amilyen a (D.4) is – kiesnek. Ez szükségszerő, ugyanis 

az (V.24) egyenletben szereplı mennyiségek tenzorokként transzformálódnak (azaz csupa 

invariáns mennyiségbıl épülnek), így az átalakításukkal sem kaphatunk olyan kifejezést, 

amely a nem-invariáns Christoffel szimbólumokat is tartalmazza. Következésképpen 

végeredményünk csak olyan kifejezés lehet, amely kifejezésben a Christoffel szimbólumok 

eltőnnek. 
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E. Kvadratikus transzformáció konstrukcióval 

A (D.3)-ban definiált f v uu v u uv v v vu u u vv uf f f f= ∇ ⋅ − ∇ ⋅ − ∇ ⋅ + ∇ ⋅T S S S S S S S S S S S Sɶ  

mennyiség elıállítására törekszünk. A konstrukció azon a megfigyelésen alapul, hogy a 

felület adott p  pontjában az érintısíkban tetszılegesen definiálhatunk két vektort: uS
ɶ , vS
ɶ , 

amelyek a lokális paraméterezés bázisául szolgálnak. Ebben a rendszerben választhatjuk a 

következı, speciális paraméterezést: 

 ( ) ( ), ,u vu v u v w u v= + +S S S nɶ ɶ  (E.1) 

Az ilyen felírás neve Monge patch. A ( ),w u v  függvény a „felület az érintısíkból nézve”. A 

p  pontban definiált uS
ɶ , vS

ɶ , n  lokális koordinátarendszerben a w  értéke, és az ( ),u v  

paraméterek szerinti elsı parciális deriváltjai is nullák: 

 ( )0, 0 0w = , ( )0, 0 0uw = , ( )0, 0 0vw =  (E.2) 

Ezekkel meghatározzuk a felület (E.2) alakjának elsı parciális deriváltjait a p -ben: 

 
( ) ( )
( ) ( )
0, 0 0, 0

0, 0 0, 0
u u u u

v v v v

w

w

= + =

= + =

S S n S

S S n S

ɶ ɶ

ɶ ɶ
 (E.3) 

Várakozásunknak megfelelıen u u
=S Sɶ , v v

=S Sɶ , azaz a lokális bázisvektorok jelölésére 

felülhullámozás szükségtelen, használatuktól a továbbiakban eltekintünk. A második parciális 

deriváltak: 

 
( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( )

0, 0 0, 0

0, 0 0, 0 0, 0

0, 0 0, 0

uu uu

uv vu uv

vv vv

w

w

w

=

= =

=

S n

S S n

S n

 (E.4) 

A második parciális deriváltak csak normálvektor irányú komponensekkel bírnak. Ebben a 

paraméterezésben egyébként a p
q rs rs p q⋅ = Γ ⋅S S S S  képletben szereplı Christoffel 

szimbólumok mind eltőnnek. A (D.9) felveszi speciális alakját: 

 ( ) ( )u u u v v u v v
f uu uv vu vv

f f= ∇ ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ = ∇ ⋅ɶQ n n S S S n S S S n S S S n S S S n II  (E.5) 
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Ezzel a fT  tenzor (D.12) alakja már egyszerően meghatározható, az uu
⋅n S  stb. mennyiségek 

az (E.4) szerint a ( ),uvw u v  függvény második deriváltjai az 0,  v=0u =  pontban. Ezeket a 

mennyiségeket a második parciálisok közelítı képleteivel határozhatjuk meg: 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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 ≈ − + − 

 (E.6) 

a w  függvény értékeit az (E.1) szerint határozzuk meg: az uε±S , v
ε±S  pontokból a 

normálvektor irányában egyenest indítunk. Ez a keresett vektorunk kezdıpontja. Az 

egyenesnek és a felületnek a döféspontja jelöli ki  a keresett vektor végpontját. Az így kapott 

vektor hossza lesz a keresett függvényérték. Utolsó lépésként még egy normálásra szükség 

van: 

 
2

1
f f= ɶT T

N

, u v= ×N S S  (E.7) 

A gyakorlatban választhatunk ortonormált koordinátarendszert is, és akkor a normálási 

lépés elhagyásával rögtön a fT  tenzort kapjuk. Egy tetszıleges, de a normálvektorral nem 

párhuzamos 3∈V ℝ  segítségével:  

 1
u = ×

×
S n V

n V
, v u=S n×S  (E.8) 

A V  praktikusan a standard bázis vektorai közül kerülhet ki: ( ), ,∈V i j k . 

A fenti konstrukció használatával egyébként az (V.28) végeredmény ( )
f

+U T  

mennyiségei így is írhatók: 

   ( ) ( )
f

f
× ×

   + = − ⋅ ∇∇ + ⋅   U T n II n  (E.9) 

(E.9) jól mutatja, hogy a képrészletek megfeleltetését a felület görbültsége: II  és a 

perspektivikus hatás: f∇∇  szuperponáltan (additívan), egyenrangú hatásként alakítja. 
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Absztrakt 

A variációs módszerek több száz éven keresztül kiszolgálták a különbözı tudomány-
ágakat. Ma is akkor tekinthetı matematikailag leginkább megalapozottnak egy elmélet, 
ha az variációs elvekbıl indul ki és a problémához rendelt funkcionál extrémumát 
szolgáltató differenciálegyenletek alkotják alapegyenleteit. A variációs elvekbıl 
származtatott egyenletek ugyanis többet fejeznek ki lokális kapcsolatoknál: a 
kölcsönhatások lokális jellegének megtartása mellett az egész rendszerre vonatkozó 
globális elvek érvényesülését is garantálják. Ezek az elvek általában megmaradási, 
minimalizálási elvek. 

Közel három évtizede a gépi látás eszköztárában is megjelent a variációs probléma 
megközelítés és jelentıs sikereket ért el majd’ minden lényeges területen, a felmerülı 
problémák analízisének egyik legmegbízhatóbb eszközeként. 

Ez az értekezés a gépi látás variációs módszereinek három fontos területét érinti, 
amelyek a téziseket is alkotják. Az elsı – az egyik legrégebbi terület, ahol a módszer 
meghonosodott – az optikai áramlás, ahol a normalizált keresztkorreláció Lagrange 
függvényként való alkalmazásának következményei elméleti és gyakorlati szempontból 
is elemzésre kerülnek. A második, a napjainkban talán legintenzívebben kutatott terület 
az aktív kontúrok, ahol a pontbeli és a régió alapú módszerek bizonyos szempontok 
szerinti elınyös tulajdonságait ötvözı módszer kidolgozására és elméleti analízisére 
kerül sor. Végül a harmadik téma egy variációs, többkamerás 3D rekonstrukcióhoz 
kidolgozott megfeleltetési formula, amely a szokásos projektív geometriai 
kameramodellen alapuló összefüggéseknél sok tekintetben általánosabb: figyelembe 
veszi a megfigyelt objektumok görbültségét is, általános vetítési függvények feltételezése 
mellett. 
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Abstract 

Variational methods have been supporting many disciplines for hundreds of years. 
Theories based on differential equations derived from variational principles are still 
considered the most established ones. These equations express more than local 
relationships: while keeping the relations local, they guarantee certain global system 
properties. These system level characteristics usually come from conservation and 
minimisation principles.  

In machine vision, variational methods have been used for about three decades and have 
attained great success in most relevant fields. These methods have become one of the 
most reliable tools of machine visions.  

In this dissertation, we consider three important fields of variational machine vision. 
One the oldest areas where variational methods were applied was the solution of the 
Optical Flow estimation problem. Addressing this problem, we analyse theoretical and 
practical consequences of the use of cross-correlation as the Lagrangian in the energy 
functional. Our second topic is the methodology of Active Contours, an intensively 
investigated area nowadays. We study theoretical and practical aspects of a novel local 
region based Active Contour approach, which is an efficient combination of local and 
region-based methods. The third topic is the analysis of a sophisticated image 
correspondence formula we have derived for variational multiview 3D reconstruction. 
Our second order transformation is more general than the widely used pinhole camera 
based correspondence mappings, as it takes into account the observed object’s curvature 
in addition to the approximation of general projection functions.  

 

 


