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Jelolések

Az alabbiakban az értekezésben leggyakrabban hasznalt jeloléseket foglaljuk Ossze. Az

altalunk a vektor- és tenzoranalizis korébe tartozo Osszefliggésekben hasznalt rendszer a

kontinuumok mechanikajaban elterjedt jelolésrendszer [1], €s az egységesség miatt az egész

értekezésben ezt hasznaljuk, hacsak kiilon nem jeloljiik az ettdl valo eltérést.
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Képtér, a képfiiggvény értelmezési tartomanya, folytonos kétdimenzids

ponthalmaz:  C R?

Az Q C R? tartomany hatarpontjainak halmaza (a hatarpontok tetszélegesen

kicsiny nyilt kdrnyezete tartalmaz €2 -beli és azon kiviili pontokat is)

A képtér feliileteleme kettds integralként. A kettds integralt a feliileteleme

definiélja, ezért altalaban nem hasznalunk két integraljelet: j;z LdQ) = f j;] Ld}

A képtér feliileteleme kétszeres integralként
Lokalis téglalap alaku integralasi tartomany, W C €2
A lokalis integralas feliileteleme kettds integralként

A lokalis integralas feliileteleme kétszeres integralként
Képfliggvény, intenzitasfiiggvény. A képtér pontjain értelmezett: [ = [ (:L", y),

(:L‘, y) e
A szamokkal kiirt indexek egy képsorozat egymast kovetd elemeire utalnak

A parcialis derivaltak egyik jelolése. Az optikai aramlas egyenleteiben pl.

z € (:L", y,t), a kvadratikus transzformacioé egyenleteiben pl. W € (X Y, Z )
Megjegyezziik, hogy a rovidség kedvéért az indexhalmaz elemeit nem

zérojelezziik (nem hasznaljuk a 2 € ({z},{y},{t}) jelolést)

Ritkan, egyvaltozos, magasabb rendli derivaltakat tartalmaz6 kifejezésekben a

ﬁ,_,_f(") = ﬁ

vesszOs derivalt jelolés is eléfordul f =
dx da"



a, 3,

A kozonséges ¢és parcialis derivalas (operatoranak) masik hasznalatos jelolése

I, }T

A kétdimenzios képfliiggvény-gradiens jeldlése, VI =

Az elmozdulas mezd u = [u ’U}T, komponensei az optikai aramlas
egyenleteiben a képkoordinatak (ismeretlen) fliggvényei: u = u(:r,y),
v = v(:c,y)

A sulyfaktorokat altalaban a gorog ABC elejérdl valasztott betlikkel jeldljiik

A direkt (diadikus, tenzor) szorzat jelolésére nem hasznaljuk a ,,lampaszorzas”

jelét, ha vektorok kozott nincs miuveleti jel, akkor a miiveletet direkt

szorzasnak tekintjiik
A skalaris szorzat jelolésére a pontot hasznaljuk, ortonormalt

koordinatarendszerben a koordindtaszorzatok dsszege, pl. VI-u =1l u+ 1.

Két diad skalaris szorzata: tu-vw = (u . V) tv , mivel a masodrendi tenzorok

bazisat diddok alkotjak, két madsodrendii tenzor skaldris szorzata matrix

reprezentacioban a szokasos matrixszorzat

A vektorialis szorzat jelolésére a keresztet hasznaljuk
Folytonos sikgérbe G C R? nem-paraméteres jelolés
A standard bazis R®-ban

Az egyparaméteres sikgorbe jelolése r(t) = :L“(t)i + y(t)j, koordinatakkal:

T . .
[m(t ),y(t )] . Az Aaltalanos paraméterezés t-vel, az ivhossz szerinti s-sel

jelolt. Az éltalanos paraméter szerinti derivalast r-tal vagy r, -vel jeloljlik

Az egyparaméteres sikgdrbe érinté egységvektora: e = e;i + €], koordinatak-

T
kal: [eg;,ej] . Egy vektor komponenseit indexben jeloljik, de a parcidlis

derivaltaktol valo megkiilonboztetés céljabol feliilhullamozzuk

A feliilet standard bazisban: S(U,v) = X(U,v)i + Y(u,v)j + Z(u,v)k
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Lokalis koordinatabazis (természetes bazis, kovarians bazis) a feliileten,
koordinatai a standard bazisban: S, = X i+ Y j+2Zk, S =Xi+Yj+Zk

A lokalis bazis dualis bazisa (kontravarians bazis, inverz bazis), amelyre igazak
a kovetkezd azonossagok: S*-S, =8"-S =1,és8"-S =8"-S, =0

A tetszOleges w mennyiség (skalar, vektor, tenzor) jobb oldali gradiense
wV =w,S" +wS" A bal oldali gradiens Vw = S"w_ +S'w . A kétféle

mennyis€ég skalarok esetén megegyezik, vektorok esetén pedig egymas

transzponaltjai

A differencialis elmozditas vektora: du = duS, + dvS, . Kontrakcidja egy
skalar gradiensével: Vf -du = ( [S" + f8" ) : (duSu + de@) = fdu+ fdv a
du irdnyba es6 iranymenti (vagy abszolut) derivalt

A parcidlisok kommutacidja (szimmetria) miatt standard bazisban egy skalar

masodik  gradiensére = mindig ugyanaz az  eredmény  adodik:

V(Vf) =V(fV) =(Vf)V=(/V)V eztjeldljik a VVf szimbolummal

A feliilet normalvektora, hossza |N , a paraméterezésnek is fiiggvénye,

invarians mennyiség csak a normal egységvektor lehet

A feliilet normal egységvektora: 0 = N

A normal-egységvektor mezé divergencidja, mivel skalar mennyiség:
divin) = V-n =n-V, megjegyzendd, hogy pontbeli értéke a pontbeli

atlaggorbiilet minusz kétszerese



I. Bevezetés

A variaciéos modszerek széles korben hasznalatosak minden olyan problémanal, amely
funkciondlok széls6érték helyének megkeresésére vezethetok vissza. Ilyenek pl. az elméleti
fizika legkisebb hatas elvei mozgasegyenletek és téregyenletek levezetésére, vagy a gorbiilt
terek geometridjaban az egyenes fogalmanak altaldnositdsa, a geodetikus, mint a tér két pontja
kozotti legrovidebb ut [2,3,4]. Hasonl6 optimalizaciés problémak megjelennek a gépi latasban
is. A teljesség igénye nélkiil néhany olyan teriiletet emlitiink, ahol szerepiik kiemelkedo:
képtartalmak szegmentécioja, mozgaselemzes, képrekonstrukeid, (3D) szintér rekonstrukcio,
regisztracio.

A funkcional sz¢ls6érték helyének keresése parcidlis differencidlegyenletekre, az Euler-
Lagrange egyenletekre vezet. Bizonyos esetekben, pl. szegmentécio, vagy 3D rekonstrukcid
esetén, ahol valtozo topologidhoz kell alkalmazkodni, specialis numerikus modszerek jelentek

meg. Ezek koziil altaldnossagaval és sikerességével kiemelkedik a Level Set modszer.

Figyelmiinket az értekezésben harom teriiletre koncentraljuk, ahol 10 eredményeket

értiink el. Ezek a kovetkezok:

e Optikai aramlas: keresztkorrelacids adattag bevezetése, megvilagitas-valtozast jol tiird

egyenletek levezetése, az eredmények alkalmazasa aramldsmezd szamitasara

e Aktiv kontirok: lokalis Osszehasonlitdsi tartomanyok definialasa, javaslat energia
funkciondlra, egyenletek levezetése, az eredmények alkalmazasa hatarozott élekkel

nem rendelkezd képek szegmentalasa
e 3D rekonstrukci6: képrészletek kozotti kvadratikus transzformdaciod levezetése, az
eredmények alkalmazasa egy specialis variacios rekonstrukcidohoz

A fenti eredmények levezetése érdekes elméleti kérdéseket vet fel, illetve nagyobb

Osszefliggésekre mutat ra. Néhanyat mar itt megemlitiink:

A keresztkorrelaci6 Lagrange fiiggvényként valo alkalmazasa lokalis integral
megjelenését (mint integrandus) eredményezi az energia funkcionalban. A szarmaztathato

Euler-Lagrange egyenletek ennek kovetkeztében végtelen sorként allnak eld.

A lokalis tartomanyok leirasa lokalis koordinatarendszerrel lehetséges, a lokalis

koordinatarendszerek is lehetnek gorbe vonaluak.

Egy feliilet két vetiilete kozotti kvadratikus transzformécié meghatarozott kapcsolatban

all a gyakran alkalmazott kameramodellekkel. Igy a kvadratikus transzformacié linearis tagja



lyukkamera modell esetén megegyezik az affin homografiaval, a feliilet masodrendii
mennyiségeitdl megfosztott kvadratikus tagokkal egyiitt viszont a projektiv homografia

masodrendii kozelitését kapjuk.

Az értekezés tovabbi fejezetei, tartalmuk: a 2. fejezet a varidcios elvek megjelenése a
gépi latas kiilonbozo teriiletein. A 3. fejezet a keresztkorrelacios optikai aramlast, a 4. fejezet
az aktiv konturok ujszeri alkalmazasat, az 5. fejezet a 3D rekonstrukcio teriiletén végzett
kutatas eredményeit foglalja 6ssze. Ezek a fejezetek alkotjak az értekezés téziseit. A 6. fejezet

a tézisek tartalmanak leirasa.



I1. Variacios elvek, megjelenésiik a gépi latasban

A variacios elv a legkiilonfélébb tudomanydgak matematikai megalapozasanak alapvetd
eszkoze. Alkalmazésa olyan problémakra szokésos, ahol valamilyen mennyiség optimalis
megvalasztdsdval egy egész tartomanyra vonatkozo érték — energiaintegral, hibaintegral,
koltségintegral — minimumat keressiik'. A keresett mennyiség az integralasi tartomanyon
értelmezett fliggvény, az energiaintegral integrandusa — az 0.n. Lagrange fiiggvény — pedig az
ismeretlen fliggvénybdl, és annak derivaltjaibol alkotott Gsszetett fiiggvény. Az integral
Lagrange fliggvényhez — és azon keresztiil a keresett fliggvényekhez — egy valos értéket
rendel. A fliggvényekhez valos értéket rendeld problémakkal altalaban a funkciondlanalizis
foglalkozik. Ebben az értelemben a varidcidszamitds a funkciondlanalizis részteriilete. A
minimumkeresés eszkdze a funkciondlhoz rendelt Euler-Lagrange differencidlegyenletek
szamatol és az ismeretlen fiiggvények derivaltjainak rendjétdl fligg: a kozonséges masodrendit

differencialegyenlettdl a magasabb foku parcidlis differencidlegyenlet rendszerekig tart [2,5].

A Lagrange fiiggvények valamilyen jol meghatdrozott fogalmat fejeznek ki. Ez lehet egy
rendszer Osszes ,energiaja”, amit minimalizdlni kell, de kifejezheti valaminek a

megmaradasat is, ekkor a megmaradd mennyiség valtozasat minimalizaljuk.

I1.1. Variacios elvek és a gépi latas

A gépi latas variacidos modszereinek jelentds részét teszik ki az energiaminimalizalasra €épitd
modszerek. Ilyenek az aktiv kontur, aktiv feliilet (deformalodd gorbeék, feliiletek), ezeket
széles korben hasznaljak szegmentaciora: kozvetlen képi informaciok [38,41,43], de 3D
objektumok is [36], rekonstrukcidra: 3D objektum [46,47] és szintér rekonstrukciora. Az aktiv
kontur moddszerek kialakuldsakor a paraméteres objektumreprezenticio volt jellemzd, a
késObbiekben a paraméterezés-fliggetlen, u.n. geometriai modszerek keriiltek a figyelem
kozéppontjaba, amelyek biztositottdk a problémak invaridns megkdzelitését, elkeriilve a
paraméteres modszereket kiséré olyan jelenségek felléptét, mint a paraméterezés-fliggd
megoldasok lehetdsége. Lehetové valt tovabba az objektumok implicit gérbeként, feliiletként
valo megadasa, amely megnyitotta az utat szintfeliilet modszerek — Level Set method —

alkalmazasa el6tt. Bovebben a IV. fejezetben lesz sz6 roluk.

! Ritkabban elfordul maximum, illetve stacionérius (inflexios) megoldas keresése is.
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Az energiaminimalizalasra ¢épité modszerek kozé sorolhatok a variacios alapa
képkorrekcids, képtartalom-rekonstrukciés modszerek is. A képkorrekcional (restoration)
alapprobléma a zajos, elmosddott képek javitasa. A klasszikus sziirdk és iterativ, nemlineéris
hovezetési differencialegyenleteken alapulo sziirési technikdk [6] mellett itt is megjelent a
variacios probléma megkozelités, a ,,total variation based” képkorrekcio: Rudin, Osher és
Fatemi [7]. Szemben mas technikakkal, a korszerti, variacios elvekre alapozott képkorrekcios
modszerek alkalmasak a finom textira részletek megérzésére [8]. A képtartalom
rekonstrukcié (inpainting, interpolacio) feladata a hianyzo képrészletek helyettesitése a hiany
kornyezetébdl szarmazo informacié felhasznéalasaval ugy, hogy a fontos képjellemzok: élek,
textardk megmaradjanak az interpolalt teriileteken. A szamos lehetséges varidcios
megkozelités [9] koziil kiemelhetd az aktiv kontirok és a ,.total variation based” technikak
otvozese [10].

A képregisztracido alapproblémaja a kiillonb6zd helyekrél (pl. panordmakép) és/vagy
idépontokban (valtozaskovetés) késziilt képek egymashoz illesztése. Specialis alkalmazas a
kiilonb6zé szenzorok altali objektumreprezentaciok illesztése (multispectral, multimodal
registration) amely alapprobléma a kiillonb6zé hulldmhossztartomanyban késziilt 1égi
felvételek és a kiilonbozo elven miikodd orvosi diagnosztikai eszkozok alkotta képek esetén.
Variécios alapu regisztraciora a példak a kovetkezok: [11,12].

A megmaradé mennyiségekre alapozott modszerek koziil kiemelendé a mozgaselemzés
egyik alapvetd teriilete, az optikai aramlds szamitdsa [21]. Alapvetden videdsorozatok
szomszédos képei kozotti elmozdulds mezd szamitasara alkalmazzak, de el6fordul 3D szintér
aramlés szamitasa is [13,27], és felhasznaldsa a regisztracioban. Kialakuldsakor a megmarado
mennyiségnek a kézenfekvd képintenzitast valasztottak [23]. A késébbiekben a robusztusabb,
pl. intenzitasvaltozasra kevésbé érzékeny mennyiségek [26,28] jelentek meg Lagrange
figgvényként. Bovebben a IlI. fejezetben lesz sz6 roluk.

A gépi latds majdnem mindegyik variaciés modszerére jellemzd, hogy a minimalizalasi
problémat leir6 Lagrange fiiggvénytag mellett simasagi tag (tagok) is megjelenik
(megjelennek). Ennek oka tobbféle lehet. Tipikus ok a képkészitéskor fellépd zajokkal
szembeni védekezés, hiszen altalaban a képi informéciok mellett a képfiiggvény — zajra
érzékeny — parcidlis derivaltjai is szerepelhetnek a szarmaztatott FEuler-Lagrange
egyenletekben. Maskor a probléma alulhatarozottsaga — mint optikai aramlasnal az 10.n.
apertura probléma, vagy a 3D rekonstrukcional a takart részletek kezelése — (is) megkoveteli a

simasagi taggal megvalositott regularizaciot.
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I1.2. Adat- és simasagi tagok

Az alabbi néhany példa konkrét gépi latasi problémak variacids megkozelitésébol szarmazik.
Szemléltetik az adat és simasagi tagok jelentését és hasznéalatuk modjat. A funkciondlok
jelolésére a gyakran hasznalt E ,energia” jelolést hasznaljuk. Paraméterei az ismeretlen

fliggvények.

I1.2.1. Horn-Schunck optikai aramlas nem linearizalt adattaggal

A variaciés optikai aramlasi funkciondl egyik legegyszerlibb alakja a képsorozat egymast
kovetd két képének (0 és 1 indexekkel jeloltek) intenzitasfiiggvényébdl: 1,, I, és az
elmozdulds mez6 komponenseinek parcialis derivaltjaibol épiil fol. A funkcional ismeretlen
mennyiségei az elmozdulas mezd komponensei: u = U(Sv,y)és v = v(x,y), amely a
képsorozat 0 indexti képérnek pixeleire alkalmazva az 1 indexi képet (annak kozelitését)
allitja eld:

E(uw)—f(hfo)ZdQM{(“?*"?”f”;)dQ (IL1)

Q

Il(x,y) = IU(I + u,y + v, t + 1)

Az elsé tag az adattag: D = (Il — Io) , jelentése nyilvanvald: akkor veszi fel minimumat,
amikor a szamitott elmozdulds mez6 komponenseit az els6é képre alkalmazva a masodik kép
legjobb kozelitését kapjuk. A masodik tag a simaséagi tag: S = a(ui + uz + 02 + v; ) , amely

itt az elmozduldsok megvaltozasara r6 ki minimalizalasi feltételt olyan helyeken, ahol az nem
egyértelmii, csokkentve az elmozdulas mezd divergencidjat. Az a sulyfaktor teremt

egyensulyt a kétféle kovetelménynek megfeleld hatas kozott.

I1.2.2.  Kass-Witkin-Terzopoulos paraméteres aktiv kontur

A paraméteres aktiv kontur egy egyszerd, ¢élek detektalasara alkalmas valtozata. Az ismeretlen
fliggvény az egyparaméteres r = I‘(t), te [0,1] sikgorbe, amely mentén az [ intenzitas-

fiiggvény valtozasa: VI maximalis, azaz a gorbe két oldalan mért intenzitasok kiilonbsége

maximalis. Tartalmazza még a gorbe paramétere szerinti elsd- €s masodrendi derivaltjait is.

B(x) = [ =IVI(e)f a5 fa(e)ef ai+ 5 [ o ()l (11.2)
r(t)=az(t)i+y(t)j

12



Az elsO tag az adattag, a funkcional az intenzitaskiilonbség-maximum pontokon athalado
gorbén veszi fel minimumadt, ezért negativ eldjeli. A gorbe simasagarél a masodik
,»feszességi” és harmadik ,,merevségi” tag gondoskodik. A harmadik tag nélkiil a gorbe sarkok

képzésére hajlamos. Ebben a felirasban a tagok hatasanak kiegyensulyozasaért feleld sulyok:

a = a(t), B=3 (t) a gorbe mentén valtozhatnak.

11.2.3. Mumford-Shah szegmentacio

A Mumford-Shah féle szegmentacio egyszerre allitja eld egy kép intenzitdsfiiggvényének
tartomanyonkénti simitott, zajoktol mentesitett kozelitését, és a tartomanyok hatarait. Ennek
megfelelden az ismeretlen fliggvények a képfliggvény részletenkénti simitott kdzelitése f, és
a részleteket elhatarold szegmentald sikgéorbe G'. A funkcional tartalmazza még az
intenzitasfliggvény gradiensét is:

E(f,G):aff(f—])2d§2+ﬁff|Vf|2dQ+7§ds (IL3)

o\G G

Az egyes tagok kozotti sulyfaktorok az a, f, y meghatarozzadk, hogy melyik tag hatisa
mennyiben érvényesiiljon a végeredményben. Az elsé tagot adattagként értelmezziik, amely
akkor veszi fel minimumat, ha az elére rogzitett fliiggvénykor (gyakran tartomanyonként
konstans) legmegfelelobb fliggvényével kozelitettiink. A masodik tag a kozelitd fiiggvényre
kirott simasagi feltétel, azokat a megoldasokat részesiti eldnyben, ahol a kozelitd fliggvény
tartomanyokon beliili teljes variacigja (total variation) minimalis, a harmadik a részleteket
elhatarold gorbére kirott simasagi feltétel: a lehetséges megoldasok koziil a legrovidebb

hosszusagut preferalja.

I1.3. A Level Set formalizmus

A kutatott teriileteken az optikai aramléas kivételével, numerikus moédszerként a Level Set
modszer [14] hasznélt. Az alabbi Osszefoglald feliiletekre vonatkozik, de az egyszeriibb
sikgorbékre is azonos kifejezések adodnak.

Implicit megadast felilletnek nevezziik az S fiiggvényt, ha egy U € R® skalar-vektor

fliggvény Kkonstans szintfeliileteként adott: U (S) = dllandé (az allandd értékét szokds

nulldnak valasztani.). Az U neve Level Set fliiggvény. Ekkor a feliilet normalvektora az U

fliggvény adott pontbeli gradiense: N = VU, a felillet normal-egységvektora pedig:
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U
n = W . Ha egy feliilet-sorozatot az id6 fliggvényeként képzeliink el, azaz S = S (7') , T a

,mesterséges 1d6”, akkor a zérd atmenet feliiletet reprezentalé pontok alkotta ,,front”
egyenlete:

U(S(T),T):O (I1.4)
(I.4) minden 7-ra fennall. A front pontjaihoz rogzitett (Lagrange) koordinatadkra tehat
mozgas kozben irhat6:

v _

0 I1.5
dr ( )

Attérve Euler koordinatakra a (I1.4)-en kozvetett derivalast hajtunk végre:

AU _0U [ 0U ¢ _ 92U gy (1L6)
dr or 0S8 7 08

vesz részt. Elvégezve a (11.6) vektorainak felbontasat:
VU-S, =(VU-n)(S,-n)+VU|. -S|, (1L.7)
A tangencialis komponenst elhagyva (I1.6) és (I1.7) egyenletekbdl kapjuk a front pontjainak

normalvektor iranyu elmozdulasat leird6 U.n. normalaramlas (normal flow) egyenleteket,

amelyek kovetkezok:

oU
5. = 8. u|VU[= 5|V (IL8)
S U=0
Itt 8 =-S_-n a normalirany sebességkomponens, és felhasznaltuk, hogy a VU az

implicit feliilet normalvektoraval parhuzamos, tehat n-VU = |VU | . A (IL.8) egyenletet

elsérendii Hamilton-Jacobi egyenletnek nevezik.

VU
Az atlaggorbiilet kétszerese r, a Level Set fiiggvénnyel kifejezhets: © = =V - [_|V U ],

azaz a normal-egységvektor divergencia negativ eldjellel.
Ha az U Level Set fiiggvény specialisan eldjeles tavolsagfiiggvény, amelyet wu-val

jeloliink, akkor |VU| =1= N = n, és az atlaggorbiilet: x = —Au.
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11.4. Variacioszamitas: egyszeru bevezeto

Funkcionalnak nevezziik valamely fliggvényosztaly leképezését a valds szdmokra, pl. az

Fif—R fe C'l[mb] funkcional az = € [a,b] (zart) intervallumon folytonosan derivalhato

fiiggvényeket képezi le a valos szamokra. A leképezést gyakran hatarozott integrallal®
definidljuk. A varidcioszamitasban a fliggvényosztaly azon elemét keressiik, amelyre a
funkciondl extrémalis értéket: minimum, maximum vagy stacionarius vesz fel (altaldban

minimumot keresiink). A feladat csak akkor valik teljesen meghatarozotta, ha az f -re kirojuk

a peremfeltételeket: f(a)= A, f(b) = B, A, B konstansok.

Az extrémum keresésének modszere: ha a keresett, pl. a minimumot szolgaltato fliggvény
hatarpontokon nulla, és elsé rendben nem valtoztatja meg a funkcional értékét, azaz
OF = F ( Jo+90 f) - F ( f0> = 0 (a késObbickben az egyszeriiség kedvéért a 0 indexet

elhagyjuk). A legegyszeriibb esetet a kovetkezd alakban definialt funkciondlként szokas

megadni:
F(f) = [ Lr s Yo (IL9)

(IL9)-ben az L neve Lagrange fiiggvény. Altalanos esetben kozvetleniil is fiigghet az
integralasi valtozotol: L = L(f, fr,m), de a gyakorlatban ez a ritkdbb, a levezetett

eredményeket nem befolyasolja, ezért az egyszeriiség kedvéért nem irjuk ki. A (I1.9)

.....

variacidja:
b

67 (f) = [L(f+6f 1, +6f,)— L(f.£ Yo (IL.10)

(I.10)-ben kihasznaltuk az integralds miiveletének €s a derivalas operatordnak linearitasat.

Egy fliggvény tetszOleges variacidjat igy is megadhatjuk: (5f<x> = 5h(:1:), e<L1,¢ésaz e

nem fiigg az z-t6l, a h (:1:) tetsz6leges, de a h (a) = h<b) = 0 feltételnek teljesiilnie kell a

fliggvényosztalyra kirott f (a) =A f (b> = B peremfeltételek miatt. A feliras azért elényds,

mert a variaciészamitas sz€lsdérték problémajat kozonséges szélsoérték kereséssé redukalja.

2 Fiiggvények integralja alatt a Riemann integralt értjiik.
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Taylor sorba fejtve az L(f +of, f. +6f, ) Lagrange fliggvényt, és csak az elsérendli tagokat

megtartva:
oL oL

L(f+ehf +eh )=~ L(ff)+h—| +h — II.11
(f+eh f +eh,) (f.1.) ol " "ar |, ( )

Behelyettesitve (I1.10)-be:

b
oL oL

SA(f)= | h=2  +h 2 d IL12
( ) ‘[ af =0 : afaf e=0 ’ ( )

A (II.12) masodik tagjan parcialis integraldsi 1épést végrehajtva a szorzat derivalasi szabalya:

dr 8]; Iafga Jz 8]; alapjan kapjuk (az ¢ = eltiintetése nélkiil):
" (oL d oL df(, oL

A (ITI.13)-ban a masodik tag az integralszamitasnak a primitiv fiiggvény ¢€s derivaltja kozotti

kapcsolatrol szol6 alaptétele szerint:

b
fi p oL
dz| Of,

a

oLl _
o,

dx—\h

h(b)g—z(b)h(a)g—g(a) ~ 0 (IL14)

Itt kihasznaljuk, hogy »(a) = h(b) = 0. A (I1.13)-b6l marad:

b
6f(f)_fh[g—]€d%g—fLde (IL.15)

Extrémiumnal a 6/ = 0. A variaciészamitas alaplemmaja szerint viszont tetszéleges h (:1:)

figgvényre a (I1.15) csak akkor lehet nulla, ha az integrandus minden pontban nulla®, azaz:

oL _d oL _ (1L.16)

A (I1.16) egyenletet Euler-Lagrange egyenletnek nevezziik. Nem elfajulé esetekben
kozonséges masodrendli differencidlegyenlet, amely megoldasa szolgaltatja a funkcional
extrémumat. Az egyenlet kifejezi, a keresett fiiggvény és derivaltja kozotti kapcsolatot (azaz

azt, hogy nem fiiggetlenek egymastol). A (I1.16) levezetéséhez felvettik az integralési

3 Mert a tetszélegesen megvalaszthatd h megegyezhet a zarojeles kifejezéssel, és akkor egy négyzetfiiggvény all
az integraljel alatt, amely integralja csak akkor nulla, ha a teljes [a,b] intervallumon azonosan nulla. Attol zérd
mértékii ponthalmaz felett elvileg eltérhetne, de ez a derivalhatésaganak ellentmondana.
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hatarfeltételeket: f (a) =A f (b) = B. Szigortian véve tehat peremérték feladatot kaptunk.

Bizonyithat6 azonban, hogy formailag egyezd egyenletek addédnak valtozo hatarok (kezdeti

érték feladatok) megengedésével.

Arrél, hogy az els6 variacioval kapott egyenletek minimalizaldé vagy maximalizald
(stacionarius) fliggvény szolgaltatnak, a masodik variacidé vizsgalataval lehet donteni.
Bizonyos esetekben egyszeriibb megfontoldssal is €lhetiink, pl. ha a Lagrange fliggvény egy
kvadratikus alak (gyakori az optikai aramlas esetében, ahol legalabb a simasagi tag

kvadratikus, vagy abszolut érték), akkor biztosan minimalizal6 fiiggvényt kapunk.

I1.4.1. Kaétvaltozos fiiggvények

Legyen ./ : f(:l:,y) — R, f e, (:L’,y) € (1, ahol az Q zart, egyszeresen Osszefliggd

tartomany, most a kdvetkez6 funkcional extrémumat keressiik:

)= [L(f £ f)d0 (IL17)

A (I.17)-ben az f fiiggvény értéke a tartomany hatarain rogzitett, az ch (05, y) fliggvénnyel
varialjuk, tehat h (x, y>| sq = 0. Az extrémum sziikséges feltétele:

oL ., 0L oL
SF(f)= | h==+h,—+h,—d2=0 (IL18)
{ of "oy, a5,

Ha az integraldsi tartomany téglalap alakd, konstans hatarokkal, akkor a kettds integral

kétszeres integralla alakithato:

oL oL 3L oL
h, e o Y R 2 1119
{aer awar‘/af ff Ly ' of, (IL19)

Vegyiik a (I1.19) jobb oldaldnak masodik tagjat, €s végezziik el az ismert parcialis integralasi

1épést:
j’ }h OL 1 dy_j’ \hﬁ—L]b Ny B 29L 4, dy_}[ofhi%d dy (I1.20)
Ay oz Of, AT

Ugyanezt kapjuk az integralasi sorrend felcserélésével a harmadik tagra is:
} j OL 4| da f f R 2oL, dx_f[ofhif’—Ld dz (IL21)
| Jaf | 3Jﬂ, ) 0y Of,

Visszairva az eredményeket (I1,19)-be:
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aL oL 9 L 8 IL
h_ W 0Ly 0Ly ([0 2 on oot dud .22
f + thy af, f f of 0z df, dyof Y 2

A variacioszamitas lemmaja szerint zarojeles kifejezésnek a teljes tartoményon nulldnak kell
lennie, ez a problémahoz rendelt (parcialis) Euler-Lagrange differencialegyenlet:

oL _00L 00L_, (I1.23)

of Oz 8f dy afy

Tetszbleges alaku integraldsi tartomanyra ugyanezek az egyenletek adddnak a Green-tétel

felhasznalasaval®,

I1.4.2. Tovabbi alapesetek

Ha a Lagrange fliggvény magasabb rendii derivaltakat is tartalmaz, és a derivaltakra is
kirojuk a peremfeltételeket, akkor a rendszamnak megfelel6 mennyiségli parcialis integralasi
Iépéssel jutunk el a tesztfliggvény kiemelhetdségéig. Tekintsiik pl. a kdvetkezd egyvaltozos

funkcionalt:

b
= f L(f.f.o f Mo (11.24)

oL
A masodrendii derivalt varialasakor a kovetkezd tag jelenik meg: f P Wz Ismételjiik

meg erre a tagra kétszer a parcialis integralasi [épést:

b
fhm—d;fL xfhmj_aade raaTL
a TT Z ) TT TT {; ) (II . 2 5 )
_[pton,, fydonl [, on
a de af;u dI 8]:1 ! 8]:1 a

Az utolsé két tag a peremeken eltlinik, €s csak az els6 tag marad. A (I1.24)-hez rendelhetd

Euler-Lagrange egyenlet tehat a negyedrendii:

8L d 8L d? L
_7__+ —_—

(11.26)
of dxof  di® Of,

Altalaban az:

b
A1) = [L(£ s Yo (I.27)

* A Green tétel is bizonyithato a teljes integralasi tartomany téglalapokkal val6 kozelitésével.
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az ismeretlen fiiggvény elsé n derivaltjat is tartalmazé funkcionalhoz rendelhet6 differencial-
egyenlet:

k dk oL
1) ——— = I1.28

n

Végiil a tobb ismeretlen fiiggvényt tartalmazé esetben a fiiggvényeket egymastol fiiggetlentil
varidlva annyi egyenletbdl all6 differencidlegyenlet-rendszert kapunk, ahdny ismeretlen
fliggvényiink van, igy pl. az:

b

Z(f.9)= [L(f.40.9, Jia (11.29)
Euler-lagrange egyenletrendszere:
oL d oL
of dx of
(IL.30)
oL d oL _
dg drdg

Ha az egyenletek barmelyike egy masik fiiggvényt is tartalmaz, akkor csatolt

egyenletrendszerrdl beszEliink.

A fenti esetek kombinacioban is el6fordulhatnak. Az optikai aramlasi egyenletek
altalaban két kétvaltozos ismeretlen fliggvényt, az elmozdulds mez6 komponenseit
tartalmazzdk. = Ennek  megfeleldéen az  Euler-Lagrange  egyenletek  parcialis

differencidlegyenlet-rendszert alkotnak.

I11.4.3.  Alkalmazasi példa: a Horn-Schunck egyenletek

Vegyiik példaként a (II.1) funkciondlt. Ez a tobb ismeretlen fiiggvényt tartalmazé

kétvaltozos esetek kombinacioja. Az Euler-Lagrange egyenletrendszer:

or 9oL o001
Ou Oz 0u, Oy 3uy
0L 0 0L 0 0L

(IL31)
2
A Lagrange fliggvény konkrét alakjanak: L(U,U) = (Il - .70) + a(ui + u; + 02+ vg)
behelyettesitése utan kapjuk a kovetkezo parcialis differencidlegyenlet-rendszert:

(Il - IU)le = a(u:mc + uyy) (1132)
(Il - IU)Ily = O‘(Um + Uyz/)
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A (I1.32)-ben felhasznaltuk, hogy az [, fiiggetlen az elmozdulas mez6 komponenseit6l,

or, a1, ol 9l

tovabba, a — = — ¢és = — azonossagokat. Az egyenletrendszer nemlinearis az
ou oz Ov Oy g 24

ismeretlen fliggvényekben, de az I, Taylor soraval: Iy ~ I, — 1, u— I, v—1I, linearizal-
hato, és kapjuk:

(qu + Ilyv + It)le = a(um + uyy)

(I1mu+]1yv+ft)fly = a(vm +UZ/Z/) (H33)

A (IL33) az u,, +u, ~4u —4u é v, +v, ~ 40 —4v elsbrendli véges differencia-

kozelitésekkel (a feliilvonas az adott pozicid négy szomszédjan vett fliggvényértékek atlaga)

egyszert, linearis egyenletrendszer alakjat 6lti:
Au=b, b=b(u) (I1.34)
A (I1.34) matrixanak €s vektoranak elemei:

a’ll = 1121: + da

gy = Gy = Il:rjly

ay, = I}, + 4o (I.35)
b = 4au — 1,1,
b, = 4av — I, I,

A matrixelemek konstansok, (I1.35) egyszerii iteracios modszerekkel megoldhat6. Ha a (I1.1)

2
adattagjaban f (Il - Io> d az elére linearizalt:
Q

I~ Iy + Ipu+ I+ 1, (IL.36)

egyenletet hasznaljuk, akkor formalisan a (I1.33) egyenleteket kapjuk, de a képsorozat nulla

indexii intenzitasfiiggvényével. A (I1.35)-ben a kiilonbség gy jelenik meg, hogy a parcidlis
képfiiggvény derivaltakat: 1, és I, a képsorozat elobbi, vagy az utobbi képén szamitjuk.

Az értekezésben az alapesetektdl €s a fenti egyszerli példatdl jelentdsen eltérd esetekkel is

fogunk talalkozni.
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I11.

Optikai aramlas

A fejezet felépitése a kovetkezo:

A bevezetés elso felében ismertetem az optikai dramlas szerepét a képfeldolgozasban,
a jelentdsebb teriileteket ahol hasznaljak, az optikai aramlas alapprobléméjat (az
elmozdulds mezd szamitasa), az apertura jelenségét és lehetséges kezelési modjain
keresztiil a variaciés optikai aramlast. A masodik felében ismertetem azokat a
lehetoségeket — a kapcsolodd kutatdsokkal — amelyek nem az intenzitas

megmaradasara épitenek.

A masodik részben a normalizalt keresztkorrelacidé ismertetése (II1.2.1) utan
bevezetem a normalizalt keresztkorrelacios adattagot sziirke arnyalatos és szines
képekre (I11.2.2), majd a probléma kozelitd Euler-Lagrange egyenleteit (az egyenletek
levezetését az A melléklet tartalmazza), végiil a linearizdlassal nyert numerikus

formulét (I11.2.3).

A harmadik részben ismertetem a keresztkorrelacios optikai aramlés tesztelésének
koriilményeit, tesztjeit, a tesztek eredményét, kiilonvalasztva a szintetikus
sziirkedrnyalatos szekvencidk (II1.3.1), a wvalés kiiltéri felvételek (I1.3.2) és a

szintetikus szines szekvencidk tesztjét (11.3.3).

Az 0sszefoglaloban tovabbfejlesztés lehetdségeit targyalom.
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I11.1. Bevezetés

Az optikai dramlas a képsorozatokndl megfigyelhetd valamilyen jellemzd, 1athaté mennyiség
elmozdulasaval foglalkozik. Alkalmazasi teriilete szertedgazo: objektumok kovetése, robotika
[15], ember-gép interakciok, gépjarmiivek asszisztens rendszerei [16], vided tomoritési
technologiak [17], dinamikus textura analizis [18], stb. A leiras eszkéze az elmozdulds mezd,
egy, a képtéren értelmezett kétdimenzids vektormezd, amely egyszerl esetekben egy sorozat
szomszédos képei egyikének — a 0 indexszel jeloltnek — a pixeleire alkalmazva a mésik — az 1
indexszel jelolt — képet szolgaltatja bizonyos pontossaggal. Torténelmileg, a sziirke arnyalatos
képsorozatok feldolgozdsa az intenzitas allanddsag feltételezésével tortént. A feltételezés
szerint a képtartalom kizdrélag azonos intenzitdst képrészletek elmozduldsa miatt valtozik.
Szigorian véve ez a feltételezés akkor igaz, ha a megfigyelt szintér objektumai Lamberti
feliiletekkel rendelkeznek, a megvilagitas pedig térben és idoben allandonak tekinthetd. A
késObbi kutatdsok egyik irdnya az alapesettdl eltérd koriilmények kozott is megfeleld

eredmények szolgaltatasa.

Az optikai aramlas problémakor tovabbi jellegzetessége, hogy az optikai kényszer
onmagaban nem teszi egyértelmiien meghatarozotta a feladatot. Ez az u.n. apertira probléma
[19]. Az elmozdulas mezd két komponense u €s v, az optikai kényszer azonban egy egyenletet
szolgaltat a képtartalom gradiens iranyu elmozdulas-komponensére. Ez azt jelenti, hogy
egyértelmii megoldast csak élek metszésénél vagy sarkokndl kapunk, a legjellegzetesebb
képtartalomnal, az éleknél egyszeres alulhatarozottsaggal, homogén® részleteknél teljes
hatarozatlansaggal kell szamolnunk. Az optikai kényszer altali meghatarozottsagi aranyokra a
képtartalom struktura tenzor analizisével kaphatunk informaciot [20]. A probléma kezelésére
ismert modszer egy tovabbi, U.n. simasagi feltétel kirovasa (III.1.4bra). A simasagi feltételek
megadasi modja az optikai aramlas moddszerek egyfajta osztalyozasat teszik lehetove [21].
Lokalis simasagi feltételek képezik az alapjat az egyik csoportnak, amely a Lucas-Kanade
[22] modszerre, a globalis simasagi feltételek pedig variacids modszerek prototipusara, a

Horn-Schunck moédszerre [23] vezethetdk vissza.

> Pontosabban: az adott optikai kényszerre vonatkozéan homogén részleteknél.
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III.1. abra: Az elmozdulds mez6 meghatarozottsaga nem kielégitd. A simasagi feltétel (jobbra) hivatott az
egyértelmiiséget biztositani, azaltal, hogy az egyértelmiien meghatarozott (ritka) pontokbdl kiterjeszti a mez6t az
alulhatarozott teriiletekre is.

Az intenzitasallanddsag feltételezésén alapulo alapesettdl 1ényegesen eltérd koriilményekkel
talalkozunk kiiltéri felvételeknél. A témakor kutatdsanak is ez a motivacidja: forgalomban
részt vevo jarmi fedélzeti eszkdzeivel készitett felvételek feldolgozasaval forgalomdinamika
(atlagos haladasi sebességek) szamitdsa, amelynek egyik komponense az optikai aramlas
szamitas. A tapasztalhatd intenzitasvaltozasok legfontosabb okait és kovetkezményiiket igy
foglalhatjuk Ossze: a) a kamerak belsé szabalyozasi mechanizmusa folyamatosan korrigal a
rendelkezésre 4llo intenzitdstartomdny minél teljesebb kihasznalasaért, ami a teljes
képtartomanyra hat6 intenzitdsvaltozassal jellemezhetd b) az iddjarasi jelenségek, pl.
felhdsodés, kodos 1d6 hatasai nem egyszerre jelentkeznek a teljes képtartomanyon és idébeli
dinamizmus jellemz6 rajuk, c) esti, ¢jszakai idészakban a forgalomszabalyozas eszkozei
szines fényli megvilagitasanak hatdsai sem hagyhatok figyelmen kiviil. Mindezek az gyakran
gyors ¢s drasztikus hatasok az intenzitasvaltozasra kevésbé érzékeny, robusztus megoldasokat
kovetelnek. Az intenzitdsallandosagot kifejez6 adattagot ki kell egésziteni, vagy ki kell

cser¢lni a Lagrange fliggvényben III.2. abra:

H
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II1.2. bra: Az intenzitasallandosagra épitd modszer hibas elmozdulas mez6t szolgaltat. A bal oldali képen
mesterséges arnyékolast hasznaltunk, amely a sorozat masodik képérdl (k6zépen) hianyzik. A jobb oldali kép a
Horn-Schunck modszerrel szamitott elmozdulas mezg.
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III.1.1. Kapcsolodo kutatasok

A (IL.T) egyenletben szerepld intenzitasallandosagot kifejez6 adattagot szokas az elmozdulas
mez0 szerinti Taylor sorba fejteni. Ekkor kapjuk az optikai aramlas (intenzitasalland6sagot

kifejezd) linearizalt egyenleteit:
VI-u+1I =0 (I1L.1)
Létezik az (II.1) linearizalt egyenlet olyan véltozata is, amely tovabbi tagok hozzaadasaval

kezelni képes a direkt megvilagitasban p = p(:r,y), €és a szort fény intenzitasdban
q=4q (x, y) megjelend valtozasokat: Negahdaripour [24], Kim és masok [25]:
VIi-u+I,+pl+q¢=0 (IT1.2)

A (II1.2) bal oldala pl. négyzetre emelve alkalmas adattagnak, de az ismeretlen p és ¢
fiiggvények olyan mértékben ndvelik az alulhatarozottsigot, hogy a gyakorlatban
alkalmazhatatlan. Arra azonban alapvetéen megfelel, hogy referenciaként hasznalva
osztalyozzuk a kiilonb6z0 javaslatokat.

Brox és masok [26] a megvilagitds valtozasara kevésbé érzékeny mennyiséggel, a kép-

gradienssel bdvitett adattag hasznalataval értek el jelentOs javulast:

D=\, -1, +a(VI, -1, +¢ (I11.3)
A képfiiggvény és gradiense kozotti egyensulyért aranyossagi tényezo felel. Az L, norma

hasznalatat nagyobb zajtiirés indokolja [27], mig a Va* + & az |x| differencialhato

valtozata. A gradiens képzése kiejti a képtérben lassan valtozd szort fény hatasat, ami
megfelel a (II1.2) egyenlet p = 0 helyettesitéssel adodo valtozatanak. Ezen a ponton egy
altalanos észrevétel tehetd a képfiiggvény derivaltaknak adattagként vald felhasznélasaval
kapcsolatban. A képfliggvény parcidlis derivaltjai hanyadosanak tetszéleges fliggvénye

s

invaridns a  megvilagitdas  barmely  differencidlhaté  transzformécidjara  nézve,
I'(ay) = f(I(2y)):

L _ AL _L (IIL4)
1/ ff]y 1,

Y
Specialisan a gradiens vektor iranya is a parcialis derivaltak hanyadosénak fliggvénye, igy ez
is valaszthato adattagként kielégitve a (II1.2) egyenletet is. Ugyanakkor ez az ardny nagyon

zajérzékeny, kiilondsen a kis valtozatossagot mutatd tertileteken.

24



Az el6z6hoz hasonld megkozelitéssel Mileva €s masok [28] altal szines képsorozatokra
bevezetett adattag dikromatikus visszaverd feliiletekre [29] fotometrikus invaridnsok
hasznalatat javasolja a szintér megvilagitdsaban bealld valtozasok kezelésére. Ilyen pl. az
RGB szintér gombi koordinatakban kifejezett szogének megmaradasat leird adattag, amely a
(ITL.2) ¢ = 0 melletti alakjat elégiti ki. Alkalmazhatosagat korlatozza azonban, hogy csak

szines képsorozatokra és fehér fénnyel megvilagitott szintérre érvényes.

II1.2. Keresztkorrelacios optikai aramlas

II1.2.1. A normalizalt keresztkorrelacio

A keresztkorrelacid fontos szerephez jut a statisztikai analizis olyan teriiletein, ahol jelek
Osszehasonlitdsa sziikséges. A gépi latdsban is mintdk keresésének alapvetd eszkoze. A
normalizalt keresztkorrelaciot kétféleképpen definidlhatjuk: a centralis értékkel korrigalt
valtozat folytonos képfiiggvények egymdasnak megfeleltetett részleteire a kdvetkezOképpen

irhato:

Syl -0 -R)aw [ raw

T =D (o1 (I1L.5)
\/fw(fo_fo)Qdew(Il_fl)QdW S S

0
A (IIL.5) szerinti felirds kielégiti a (II1.2) egyenletet, de hatarozatlan 0 alakot 6lt minden

olyan helyen, ahol a hasonlitand6 részletek akarcsak egyike is homogén. Ezért valasztasunk a

centralis értékkel nem korrigélt véaltozatra esett:

fW 1,1, dW
D, = (I1L.6)

VS aaw [ raw

Ez a valtozat a (IIl.2) egyenletnek a ¢ = 0 melletti valtozatat elégiti ki, és ebben az

értelemben megfelel a szines képsorozatoknal a Mileva altal bevezetett valtozatnak, de sziirke

arnyalatos képekre is hasznalhato.

I11.2.2. Energia funkcional keresztkorrelacios adattaggal

Funkcionalunkat agy alkotjuk meg, hogy a keresztkorrelaciés mennyiségeket az egymast
kovetd képek minden pontjanak kicsiny kornyezetére szamitjuk. Ezekkel a lokalis

mennységekkel képezziikk a teljes képtartomanyra vonatkoz6 globalis korrelacio értéket.
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Kiegészitve mindezt a legegyszeribb formdban felirt simasagi taggal funkcionalunk a

kovetkezd alakot olti:

E(uv) = fDdQ+ fu+u + 02 + 92 ) dQ (11L.7)

Itt D; a (IIL.6) egyenletben definialt. Az I és I, a képsorozat szomszédos képei, formalisan

a (IL.1)-ben definialtak. A simasagi taggal valo kompatibilitds miatt az adattag el6jele negativ,
igy a funkciondlt a keresett sebességmezd minimalizalja. Erdemes megjegyezni, hogy a

keresztkorrelacio altalaban —1 és +1 kozott valtozhat, de mivel az intenzitasértékek nem
negativak, a D, lehetséges értékei most a 0 és +1 tartomanyba esnek.
Szines képekre tobbféle altalanositas is lehetséges, a legegyszerlibb az adattagot az RGB

csatorndk atlagaval képezni:

E(uv) = —%f(DR + Dy, + Dy Ji%2 +%f(u;% +u 40P+ 0 )dD (IIL.8)
Q

Q

Itta Dy, D, és Dy acsatornaintenzitasok (I11.6)-tal egyezo kifejezései.

I11.2.3. Euler-Lagrange fiiggvény, numerikus formula

A (II1.8) funkcionalhoz tartoz6 Euler-Lagrange egyenletek végtelen sorként allithatok eld. Az
eredmény levezetése az A mellékletben talalhato. Hasznalhaté numerikus formula 1étrehozasa

végett elsd 1épésként a sor elsd tagjaval kozelitett (A.13) analitikus formulédbdl indulunk ki:
. LLdw
o I2de raw| [ 1w

Az egyenletek (az elmozdulads mezd két komponensére) bal oldala a (I11.7) adattagjabol, jobb

f V1AW f I,VLAW | = aAu (11L.9)

oldala a (III.7) simasagi tagjabol szarmazik, a A a Laplace operator. Az egyenlet
nemlinearis, de tovabbi lépésekkel linearizalhatd. Feltéve, hogy a lokalis korrelacios ablakok

kisméretiiek, a kovetkezd harom I1épéssel célt ériink:
o Célszerlien az I, értékeit fejtjiik Taylor sorba I, koril: [, ~ [, —u-VI — I, Ttt
meg kell jegyezni, hogy az induld feltételek alapjan éppen az [, fiiggetlen az
elmozdulas mez6tl, mig az [, nem. Azt feltételezziik tehat, hogy az [, az

u- VI, + I, tagok levonasaval nyeri el ezt a fliggetlenséget.

26



e Feltessziik, hogy az elmozdulas mez0 értékei az integralasi ablakban allandok azaz a
sebességkomponensek kihozhatok az integraljel elé. Ezt a 1épést az el6zd 1épéssel

kombinaljuk, igy pl.:

[1ndw ~ [ 12w —u [ 1,1,dW — o [ 1,1, W — [ 1,1,dW (I11.10)
w w w w w

e A (IIL9) bal oldalanak \/ fW I5dW fW I}dW  osztojat nem linearizaljuk, értékét egy

iteracion beliil allandénak tekintjiik. Gauss-piramis hasznalata esetén természetesen

minden szintvaltaskor Gjraszamoljuk.
A felsorolt 1épések koziil az utolsd igényel bovebb magyarazatot. A kovetkezOkkel lehet
érvelni: a) atszorzassal latszik, hogy csak a simasagi tagbol szdrmaz6 mennyiség egyiitthatdjat
modositja b) feltessziik, hogy a gyokods mennyiség nagysagrendje megegyezik az egyenletben
szerepld tobbi mennyiség nagysagrendjével, de mivel az a gyakorlati értékei 0,005 ¢s 0,02
kozottiek, ezért az «-val valo szorzas utan a szorzat nagysagrendileg kisebb hatassal lesz a
végeredményre.

A fenti atalakitdsok utan végeredménytinket a kovetkezd formaban kapjuk:

Au=b, b=b(u) (IIL11)

(IIL.11) egytitthatd matrixa konstans, a jobb oldal vektora a Laplace operator kozelitésébol

adodo elmozdulas mezd atlagértékek fiiggvénye (a képtartomany minden pontjdban a pont

«
négypontos kornyezetében levd elmozdulds értékek atlaga). Végil a A= 1 és

Q= \/ f " I5dW f v I1dW helyettesitéssel, az integralok diszkretizalasra utalé szummékkal a

matrix-vektor komponensek:

a4 = 21122[121 - (211]11: )2 + /\szf
Gig = Gy = ijzjlmju - Zf1jlxz:[1]1y
ay = SIS IE — (00, ) +AQY 1 (IIL.12)
by = MQuy_IF + 3L,y L, =Yy L
by = AQUY I} + > LIS LI =Y Y I
A (IL.1) Horn-Schunck funkciondlbol szarmaztatott egyenletek linearizaldsaval a megfeleld

matrix-vektor elemek igy irhatok (I1.35):
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a’ll = 1121: + A

gy = Gy = Il.rjly

ay = I}, + A (I1.13)
b = \u— 1,1,
by = Ao — 1,1,

Osszehasonlitva a két moddszer eredményeit megfigyelhetjiik, hogy a (II1.13) pontbeli
értékeivel szemben a keresztkorrelaciés modszernél lokalis ablakokba esd Osszegeket kell
szamolni. Ezek az §sszegek — a sziir6knél hasznalt eljarassal azonos modon — ,,csuszo6 ablak”
technikaval hatékonyan kiszamolhatok®. Mivel a szamitasok idSigényét alapvetéen az
iteraciok iddigénye hatdrozza meg, az inicializaldsokbol addédo kiilonbség hatasa
elhanyagolhato. A (II1.11) alak alkalmas a szokasos iteracids modszerekkel: Jacobi, Gauss-
Seidel, Successive Over-Relaxation (SOR) valdé megoldésra. A nagy elmozdulasok kezelése
standard technikakkal, mint a Gauss-piramis és ,Image Warping” valtoztatds nélkiil
lehetséges: a nagyobb felbontidst szintre attéréskor az addig szamolt elmozdulds mezd
értékével az egyik képet torzitjuk, és az igy mddositott valtozat szolgal a kovetkezo iteracio

inputjava, azonosan zérus kezdeti elmozdulds mezé mellett.

I11.3. A Kkeresztkorrelacios optikai aramlas tesztjei

A modszer tesztjei kiilonféle koriilmények kozott késziiltek:

e A szakirodalomban gyakran eléforduld szintetikus szekvencidkon és ezek mesterséges

arnyé€kolassal modositott valtozatain
o Kiiltéri koriilmények kozott késziilt videofelvételeken, kozottiik sajat készitéstieken is

e (Gyakran haszndlt szines képsorozatokon és ezek mesterséges arnyékolassal modositott

valtozatain

Az Osszehasonlitas alapja az (II.1) Horn-Schunck modszer szolgéltatta eredmények. Azonos
simasagi tagok mellett az eredmények kiillonbségekért az adattagok kiilonbozdsége felel. A
tesztek mindegyikében harom szintli Gauss piramist hasznaltunk, a lokalis korrelaciés ablak
mérete az alsé szinteken 3x3 pixel, a legnagyobb felbontasti szinten 5x5 pixel volt. A
simasagi tényezd sulyfaktora valtozott, altaldban a 0,005 és 0,02 kozotti tartomanyban. SOR
iteracioval 100 ezer pixeles képekre nagyjabol 5 frame/sec feldolgozési sebesség érhetd el

standard egyprocesszoros (~2GHz) PC-n.

% Inicializalaskor egy egész sorra kiszamitjuk az ablak magassaga tartomanyba esd intenzitasértékek dsszegét.
Ezutan az egyes ablakokba esd értékek 0sszegzéséhez felhasznalhatjuk az el6z6 ablak értékét: a kies6 oszlop
értékét levonjuk, a bejovo uj oszlopét hozzaadjuk.
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II1.3.1. Szintetikus sziirkearnyalatos szekvenciak

Az elsO tesztek az optikai aramlés tesztjére gyakran alkalmazott, kvantitativ kiértékelésre

alkalmas standard , szintetikus szekvenciakkal késziiltek [32]. Ezek a YOSEMITE felhével 7-
8 és a MARBLE 14-15. (II1.3. 4bra):

II1.3. abra: YOSEMITE szekvencia (balra), MARBLE szekvencia (jobbra) mesterséges arnyékkal.

Az alapul szolgald kép-parok egyikére mesterséges arnyékolast alkalmazva, és anélkiil is

elvégeztiik az elmozdulds mezd szamitdsat. A YOSEMITE szekvenciara kapott eredmény

vizualizalva a I11.4. abran lathato.

_

I11.4. abra: szamitott: mesterséges arnyékkal (balra) arnyék nélkiil (kdzépen) és ground truth (jobbra)
vektormez6k a YOSEMITE szekvenciara.

R

b
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B R A b

R
T .

A numerikus 0sszehasonlitas jellemz6 értéke a szokasosan hasznalt [30] atlagos szogeltérés

hiba (Average Angular Error, AAE) a pixelenkénti szoghibdk atlaga:

1 utt + vo + 1
AAE = — II1.14
. Nzarccos \/(zﬂ +o? +1)(d@ + 0 +1) ( )

A képletben a jeldletlen elmozdulds mezé a szamitott, a jelolt a ground truth értékeit

reprezentalja, N a figyelembe vett pixelek szdma. Az eredményeket a IIL.1. tablazat

tartalmazza.
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Effektus | YOSEMITE | MARBLE
Nincs 5,47° 5,07°
Van 7,65° 5,19°
III.1. Tablazat

Egyéb moddszerek (mesterséges arnyékolas nélkiil) eredményeivel elvégzett dsszehasonlitas

talalhato a I11.4 pontban.

II1.3.2. Kiiltéri felvételek

A szintetikus képsorozatokon szerzett mennyiségi informaciok mellett valos, kiiltéri
felvételeken mindségi vizsgdlatok végezhetdk. Az elsd ilyen tesztet a Karlsruhe vided
adatbazis [31] kodds idében késziilt felvételén végeztiik. A felvétel rossz latasi koriilmények
kozott késziilt, és a kod bels6 dinamikajanak megfeleléen a teljes szintérre kiterjedd
folyamatos valtozassal jellemezhetd (II1.5. abra). A becsiilt optikai aramlasi mezdk a képek
alatt lathatok, a becslések mindsége kozotti kiilonbség nyilvanvalé: a Horn-Schunck
algoritmust jelentdsen befolyasolja a kod, a keresztkorrelacids eljards a valés mozgéasokat

mutatja meg:

II1.5. abra: Két kocka a FOGGY szekvenciabol (feliil) és a szamitott elmozdulas mez6k a Horn-Schunck és
keresztkorrelacios modszerekkel.
A masodik sorozat (II1.6. abra) sajat készitésii vided felvételbdl szarmazik. A kamera
automatikus erdsitésszabalyozasabol adodo globalis intenzitasvaltozas hatdsat szemlélteti. A
szemléltetés modszere a rekonstrukcio: a sorozat elsé képének pixeleire alkalmazva a

szamitott elmozdulds mez6t, a masodik kép kozelitését kapjuk. A kiemelt részletek az
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intenzitasallandosagot feltételezd ¢és a keresztkorrelacios modszerekkel kapott eredmények

mindsége kozotti jelentds eltérést érzékeltetik.

I11.6. abra: Sajat sorozat két képe (feliil). A globalis intenzitasvaltozasért a kamerak bels6 erdsitésszabalyozasa
felel. Rekonstrualt képrészletek Horn-Schunck és keresztkorrelacios modszerekkel.
A harmadik sorozat az el6z06 vided felvétel késobbi kockaibol vald (I11.7. abra). Az elsé képen
egy mesterségesen soOtétitett részlettel lokalis arnyékolddast szimulaltunk. Az elsé kiemelt
részlet jol mutatja, hogy az arnyékolt részen kétféle moddszeren alapuld rekonstrukcid
jelentdsen eltérd, mig azon kiviil kdzel azonos eredményt hoz. A masodik kiemelt részlet arra
példa, hogy — olyan helyeken is, ahol az intenzitasallandosag feltételezhetd — esetenként jobb
mindségli rekonstrukciora szamithatunk. Ennek nyilvanval6é oka, hogy a pont kiterjedtebb

kornyezetébdl szarmazo informacid nagyobb megbizhatosagot is jelent.

II1.7. ébra: : Sajat sorozat két képe (feliil) mesterséges arnyékolt részlettel. Rekonstrualt képrészletek Horn-
Schunck és keresztkorrelacios modszerekkel az arnyékolassal modositott teriiletrél (balra) és egy komplexebb
teriiletr6l (jobbra).
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I11.3.3. Szintetikus szines szekvenciak

A keresztkorrelacids optikai aramlas fontos eredménye (szines képszekvencidkra) a nem fehér
fény komponenseinek valtozdsaval szembeni robusztussaga. Tesztekhez a standard
Middlebury adatbazis [32] STREET (90-91 kocka) és OFFICE (10-11 kocka) sorozatokat
hasznaltuk (IIL.8. &bra). A STREET képpar egyikén az RGB tér B komponensét
mesterségesen megvaltoztattuk, az OFFICE esetében a G komponenst (III.7. abra). Az

eredményeket a II1.2. tablazat mutatja be.

Effektus | STREET | OFFICE
Nincs 5,94° 4.27°
Van 6,22° 4,77°

I11.2. Tablazat

Az ¢értékek intenzitasvaltozas kovetkeztében fellépd romlasa — ugyantigy, mint a sziirke

arnyalatos képeknél — jelentéktelennek tekinthetd.

I11.8. abra: Mesterségesen szinesen arnye¢kolt részlet a STREET és OFFICE szekvenciakbol.
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111.4. Keresztkorrelacios optikai aramlas osszefoglalo

Az optikai aramlas masik kiemelt kutatdsi teriilete a szamitott elmozdulas mezé
pontossaganak novelése. Ebben a tekintetben nem volt célunk, hogy meghaladjuk a mai
legjobb technikék nyujtotta precizitast: Alvarez és masok [33], Mémin-Pérez [34], Bruhn és
masok [35], de nem érdektelen a moddszer ezen szempontok szerinti értékelése. A
szakirodalomban rendelkezésre allnak a megfeleld adatok. Az ott ismertetett modszerek miatt

a keresztkorrelacios adattag megtartasaval érdemes volt a legegyszeriibb kvadratikus simasagi

tag mellett teszteket végezni annak L, norma valtozataval:

S’:%\/ui+u§+vi+v§+£2, ekl (IIL.15)

Ez kismértékben javitott a pontossagon (nagymértékben rontott viszont az algoritmus
sebességén), az eredményeket a II1.3. és II1.4. tdblazat foglalja Ossze. Kiemelhetd a

keresztkorrelacionak ,,kedvez6” MARBLE szekvenciara kapott legjobb eredmény.

Horn-Schunck | Alvarez | Mémin | Bruhn | Weickert | Keresztkorr. | Keresztkorr.
modositott 2000 2002 2005 2006 kvadratikus L,
9,78° 5,53° 4,69° | 4,17° 3,50° 5,47° 4,36°
II1.3. Tablazat YOSEMITE effektus mentes AAE eredmények
Weickert 1 | Weickert 2 | Keresztkorr. | Keresztkorr.

2005 2005 kvadratikus L,

5,30° 5,14° 5,07° 4,99°

II1.4. Tablazat MARBLE effektus mentes AAE eredmények

II1.4.1. Tovabbfejlesztési lehetoségek

Tovéabbfejlesztési lehetdségként meg kell emliteni a magasabb fokti Euler-Lagrange
egyenletek hasznalatanak lehetOségét. Az elso kisérleteket elvégeztilk az eggyel magasabb
fokt egyenleteket haszndlva az adekvat (magasabb fokt) numerikus sémaval. A tapasztalat
szerint a képek nagy véltozasainal — erésen kontrasztos élek, sarkok — numerikus instabilitas
1épett fel, ami (III.11) matrix adott helyeken vald rosszul kondiciondltsdgara utal. Ezeket a
részleteket specialisan kellet kezelni, pl. visszatérve az alacsonyabb foku kozelitésre. Az
eredmények nem meggy6zdek, megfelelobb numerikus modszerek kidolgozasa/keresése

sziikséges.
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Alternativ lehetdség a linearis sémaval parhuzamosan kifejlesztett, direkt funkcional
minimalizaldson alapuld implicit séma (Fazekas [S3,S6]) tovabbfejlesztése, amely GPU

programozassal sebességben is megfeleld lehet.
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IV.

Aktiv kontur

A fejezet tartalma:

A bevezetésben ismertetem az aktiv konturok alkalmazasanak fobb teriileteit, az aktiv

konturok fejlédésének fobb allomasait és a kiilonbozé modellek jellemzdit.

A masodik rész (IV.2) a problémafelvetés, itt tdirgyalom a probléma megoldasara

javasolt lokalis régiok fogalmat, tulajdonsagait.

A harmadik részben keriil kidolgozasra a lokalis régi6 alapu alapmodell (IV.3.1), az
alapmodell Level Set egyenleteinek megadasaval (IV.3.2), majd javaslattétel egy
konkrét statisztikai szeparatorra (IV.3.3). A fejezetet az alapmodell tovabbfejlesztése

sziikségességének indoklasaval zarul.

A negyedik részben a modell kétiranyt finomitasat javaslom: magasabb rendil
gorbekozelitéssel (IV.4.1) és a réteghatarokhoz illeszkedd optimaélisan valasztott
integralasi hatarokkal (IV.4.2). A modositott statisztikai szeparator megadasara is itt

kerul sor.

Az 6todik fejezet a modell alkalmazasanak koriilményeit, az elért eredményeket és a

tovabbfejlesztés lehetdségeit foglalja Ossze.
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IV.1. Bevezetés

Az aktiv konturok (2D) és aktiv feliiletek [36] (3D) elsddleges alkalmazasi teriilete a kép-
illetve szintér szegmentacid, helyredllitds, rekonstrukcio. A szegmenticiéo alapja
tetszOlegesen valaszthatd mennyiség. 2D kép szegmentacional ez lehet valamilyen direkt
pontbeli jellemzd, pl. az élek és vonalak menti szegmentacidhoz a képfiiggvény gradiense,
nem trividlis pontbeli jellemzd, pl. a struktira tenzor, képtartomanyi jellemzdk, pl. a
képintenzitas atlagos értéke, vagy texturdk irdnyultsagara jellemzé mennyiség [37]. A
szegmentalashoz hasznalt jellemzOk ezen csoportositdsa alapjan lokalis ¢€s globalis
modszereket kiilonboztethetiink meg. A globalis modszerek lehetdvé teszik a szegmentalasi
szempontot szolgéaltatdé mennyiségek statisztikai értelmezését. Jelentdségiik éppen ebben
rejlik: lehetdvé teszik rossz mindségii, pl. orvosi diagnosztikai képalkotd eszkozokkel késziilt
felvételek szegmentéacidjat vagy pl. a textira analizisben haszndlt skala-orientacio
szétvalasztassal textira alapu szegmentaciot. Hatranyuk viszont a varhatd nagy feldolgozasi
1do.

Az aktiv kontarok kialakulédsa torténelmileg Kass, Witkin és Terzopoulos [38] munkajara
vezethetd vissza. Az altaluk bevezetett aktiv kontar vagy ,snake” ¢lek és vonalak
detektalasara késziilt, biztositva a kontur folytonossagot olyan helyeken, ahol a valodi élek
megszakadnak, elmosodnak. A problémat variacios keretekbe helyezve egy energia-
minimalizalé deformalodd gorbét, egyparaméteres ,,spline”-t definialtak (I1.2), amelyben az
adattag felel a gorbe ¢élek fel¢ irdanyuld elmozditasaért, a simasagi tagok — a gorbe elsd és
masodik derivaltjaira kir6tt feltételek — biztositjak, hogy a definidlatlan helyeken (pl. ahol az
¢lek elmosddnak, vagy megszakadnak) siman, torések és sarkok kialakitasa nélkiil haladjon.
A (I1.2) funkcionallal szembeni legfobb kritika, hogy a gorbére nézve a felirds nem mérték
invarians, valtozo transzformacioval mashol veszi fel a szélséértékét. Erre megoldas az
ivhossz szerinti paraméterezés. Tovabbi problémak: a) a gorbét a megoldas kozelébol kell
inditani, vagy valamiképpen biztositani kell a megoldas kozelébe juttatast b) nem képes a
topoldgia valtozasait kovetni. A problémak megoldasara tobb megoldas sziiletett. Az a)
probléma kezelhetd kényszeritett mozgatassal, pl. zart gorbék felfujasa u.n. ballon erdkkel
[39], a gradiens hatokorének kiterjesztése a kép kétdimenzios Gauss kernellel sziirésével vagy

a kép el6zetes feldolgozasaval: gradiens dramlas (GVF) szamitassal’ [40]. A b) problémara a

7 Ez globalis médszer a paraméteres aktiv kontarokra. A kép eldzetes feldolgozasa, a gradiens aramlasi mez6
szamitasa 6nalld6 minimalizalasi probléma. A gdorbe evoluciét mar nem az input kép, hanem a szdmitott gradiens
aramlasi mez0 iranyitja.
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»geometriai aktiv kontir” Caselles és masok [41] altali bevezetése hozott megoldast. Az
altaluk bevezetett implicit gorbeleirds lehetové teszi a Level Set eljaras hasznélatat [42],

amely automatikusan kezeli a topologia valtozasait.

A Level Set modszer megnyitja a lehetdséget a globalis (aktiv régid) modszerek [43,44]
elott: a (zart) gorbék reprezentacidja természetes modon, eldjellel kiiloniti el gorbék belsod €s
kiils6 tartoményait. A globalis (2D ¢és 3D) moddszerek gyakran a Mumford-Shah féle
szegmentacion (I1.3) alapulnak, ahol a képfiiggvény részenkénti sima kozelitése €és a
folytonossagi hatarokat reprezentdldo gorbe egyszerre allitando eld [45]. A funkcional
minimalizaldsara nem ismert direkt eljaras, de az Osszetevd harom tag barmelyikét elhagyva
szokasos Euler-Lagrange formalizmussal kezelhetd. A lehetséges megoldasok egyike, hogy
elsé lépésben rogzitett gorbére a belsd és kiilsd tartomanyokra sima fiiggvény kozelitést
szamitunk, majd a masodik 1épésben az els6 1épés eredményeként eldallt fiiggvényeket
véltozatlannak tekintve Euler-Lagrange egyenleteket vezetiink le a redukalt problémara.
Az elsO 1épés parcidlis differencidl-egyenletre (Poisson) vezet, a méasodik gorbe-evolucios — a
Mumford-Shah flow — egyenlet, amely a Level Set modszerrel topologia-helyesen megold-

hato. A két 1épés iterativan ismétlendd, a feldolgozasi id6 jelentOs.

IV.2. Lokalis régio alapu szegmentacio

A lokdlis régio alapu szegmentacids eljaras kifejlesztését egy retina rétegekrdl in-vivo
felvételeket szolgaltatd képalkotéasi technoldgia, az optikai koherencia tomografia (Optical
Coherence Tomography) inspirdlta. Az 0j technologia igéretes kutatdsi és diagnosztikai
eszk6ze az orvostudomanynak: lehetové teszi a retina rétegeinek mérését, a valtozasok
kovetését, betegségek megeldzését. A képalkotd eszkdz nagy felbontasu, gyors, rovid id6 alatt
nagymennyiségli felvétel készitésére alkalmas. Ugyanakkor a felvételek alacsony

kontrasztuak és zajosak. Egy tipikus (ragcsalo) retinakép lathatoé a IV.1. dbrén.

Vitreous

[LM

Chorod

IV.1. ébra: Retina rétegek OCT felvételen (ILM: Internal Limiting Menbrane, RPE: Retinal Pigment Epitheliun)
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otvozi a lokalis modellektdl elvarhatdo gyorsasdgot, de lehetévé teszi a gorbe evoluciot
iranyitd6 mennyiségek statisztikus értelmezhetdségét, mint a globalis modellekben.
Megkdozelitésiink alapjaiban eltér az ismertetett eljarasoktol, leginkabb a Feugeras és Keriven
altal a 3D rekonstrukcidoban bevezetett modellre [46] hasonlit. Néhany hasznos tulajdonsagat

a kovetkezdképpen foglalhatjuk ossze:

e Az alapmodell tartalmazza a simasagi kritériumot, nincs sziikség additiv simasagi tag

felvételére, és az ahhoz tartozo optimalis sulyfaktor meghatarozésara.

e Nyitott és zart gorbékkel egyarant miikodik. Ez a tulajdonsadg nem trivialis a globalis

modszereknél.
o Az ¢lek fogalmat flexibilisen értelmezhet;jiik.

o Az képjellemzdket a régi6 alapt modellekhez hasonldan statisztikai mennyiségekként
értelmezhetjiik, anélkiil, hogy a teljes képtartomanyra elézetes feldolgozast kellene
végeznlink.

Az utolso tulajdonsag azt jelenti, hogy mindig csak a gorbe menti lokalis régiokat hasznaljuk
fel a statisztikai mennyiségek képzéséhez. Ebben az értelemben a modell lokalis régidalapt,
félig lokalis, félig globalis modszernek tekinthetd. Természetesen hatranyokkal is szamolnunk
kell, amelyeket az alapmodell javitdsaval nagy részben kikiiszobolhetiink. A kovetkezd

pontokban az alapmodell ismertetésén til annak lehetséges finomitasait is bemutatjuk.

IV.3. Az alapmodell

IV.3.1. A lokalis régio hasznalata

IV.2. ébra: Lokalis descartesi koordinatdk a G gérbe mentén. Az r helyvektorral kijel6lt pontban a lokalis
koordinatarendszert az e érint6- és n normal-egységvektorok definialjak. A szeparaciot a lokalis normaliranya
koordinatak alapjén végezziik, az egymasnak megfeleltetett régiok azn* és az n™.
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Felfogasunk szerint a szegmentacios probléma egy vonalintegral minimalizalasi probléma egy
nyitott (zart) deformalodd goérbe mentén (IV.2. 4bra). A gorbe menti régidkat a
kovetkezdképpen definialjuk:

n* = fe £ (IV.1)

A £ €[-pp| és 1 €[0,q] alokalis koordinatak, a hatarok allandok. Mivel sikgorbe esetén

egyértelmii megfeleltetés létezik az adott pontbeli érintévektor €és normalvektor kozott:
n =k x e, ahol k a standard i, j, k bazis sikra mer6leges bazisvektora, a legegyszeriibb

vonal menti integral, amely a lokalis bazist tartalmazza, igy irhat6 fel (n elhagyasaval):
E(r,e):fcq)(r(s),e(s))dS (Iv.2)

Itt r(S) az ismeretlen gorbe ivhossz szerint paraméterezett alakja. Az integralast a teljes G
gorbére végezziik. A vonal menti integralt energia funkcionalként hasznalva Euler-Lagrange

egyenleteket, azokbdl normal 4ramlds (normal flow) egyenleteket vezethetiink le. Egy

egyszeri levezetését a B melléklet tartalmazza. A normalvektor irdnyu sebességkomponens:
B = h[(@r ~ P, -e) n+(®—P, -e+n-d, - n)div(n)} (Iv.3)
A (IV.3)-ban a ® konkrét alakja nem szerepel, tetszlegesen vélaszthato, ,,plugin”. Altalaban

azzal az esettel talalkozunk, amikor a keresett gorbe maximalizdlja a két oldal kozotti

kiilonbséget. Ilyenkor egy maximalizald ¥ ¢és a & kozotti kapcsolat lehet a

1
d(r,e)=—U(r, O(re) = —F——m— 1. 5bbi "
(r e) (r e), vagy a ( ) \If(r,e)—i-s’ e < 1. Ez utobbi esetben az elsd
derivaltak kozotti 6sszefiiggés:
1
¢, =-——7, (Iv.4)
(\I’ + e)
A masodik derivaltak kozotti 6sszefliggés:
S 2 yu -, (IV.5)

(\IJ+5)2 U+ e

u € (r,e), \AS (r,e), az els6 tag diadikus szorzat. A (IV.5) ¥ mennyiségei descartesi

komponensekkel®:

¥ A (IV.5) diadikus szorzat sorrendjét, a (IV.6) vegyes parcialis derivaltak matrixat, és altalaban a nem skalar
mennyiségek vektorok szerinti derivalt (gradiens) képzését komponensekkel kiirt alakban ellendrizni kell.
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oU ov VA 0*w 0%

oz B ﬁ_er | 0zde; Oyle; B 86562 de;0e;
\I’r - a_\]:j ) \Ile - 8_\]:/ ) \Ijer - 82\]:/ 82\]:/ B \Ijee = aZ\Ij 32\:[/ (IV'6)
dy de; dzde; 0Oyde; de;de; aegQ

Az érintd- és normal-egységvektor kozotti 0sszefliggés alapjan:

_ Oe;
= div(n) :%_2_5_2 (Iv.7)

—e.
Y

e:i

A (IV.3)-(IV.7) egyenletek kozvetleniil is hasznalhatok’ lennének, de az igy kapott Lagrange
koordinatas leirds bonyolult problémakkal szembesit. Ilyenkor a gorbét ponthalmazzal
tavolsadga azonban iteraciorol iteracidra valtozik, a sziikséges pontossadg fenntartdsa a pontok
folyamatos tjrainicializaldsat (mind pozici6, mind mennyiség) igényli a gorbe mentén.
Tovabbi gondot jelent a topologia valtozasanak (szétvalasok, Osszeolvadasok) kezelése. A

Level Set modszert éppen ezen problémak elkeriilésére fejlesztették ki.

IV.3.2. A Level Set egyenletek

A gyakorlatban (lasd pl. [47]) a (IV.3) egyszeriisitett — csak az elsérendii derivaltakat
tartalmazo6 — véltozatat hasznaljak'’:

ﬁzh[@r -n—l—((I)—@e -e)div(n)] (IV-S)

Bevezetve a 7 ,,mesterséges 1dot”, a gérbe evollcids egyenlete a ,,gradient descent”, azaz a

negativ normalvektor irdnyaban:

L (IV.9)
dr

A (IV.9) kozvetleniil is haszndlhatdé Lagrange koordinatas iteracidhoz. Ebben az esetben a
topoldgia valtozasa kiilon megfontolas targyat képezd algoritmussal biztosithato. A gorbére
implicit megadast feltételezve, bevezetheté az U (r(T),T) evoluciés Level Set fliggvény,
ahol a gorbe az U konstans — altaldban zér6 — szintfeliiletével adott: r — U = 0. A Level Set

fliggvény hasznalatanak elsddleges eldnyei: a) automatikusan kezeli a topoldgia valtozasat, b)

Euler koordinatdkat (térben fix racsot) hasznalhatunk. A Level Set formalizmusban:

7 S6t (IV.9) helyett akar a kozvetlen (B.2) Euler-Lagrange egyenletek is, ahogyan azt a paraméteres aktiv
konturok esetében alkalmazzak is.
1% A magasabb rendii tagok nem befolyasoljak az evoltci6 irdnyat, csak a jellegét/dinamikajat.
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VU
n = |V—U , h= |VU | . A divergenciat is nabla szimbolikaval szokas jelolni:

. B VU
dw(n) =V W . Ezekkel a (IV.9)-nek megfeleltetett (I11.8) Level Set egyenletek:
oU _ _lonle VU VU |||o [ VU
E—B|VU|—|VU| {@r VU|+ o+ 9 kX|VU| v N } (IV.10)
U(I‘,T) =0

A (IV.10) egyenletek jelentdsen leegyszeriisodnek, ha a Level Set fliiggvénynek az U(I‘,T)

cléjeles tavolsagfiiggvényt valasztjuk. Ekkor |Vu| =1, és (IV.10) atmegy a kovetkezd
egyenletekbe:

@zgz@r.vu+[cp+k.(vuxq>e)]m

or (IV.11)
u(r,T) =0

A (IV.11) egyenletekben a A a Laplace operator, és a vegyes szorzatot ciklikusan
permutaltuk. Az eldjeles tavolsagfiiggvény az iteracidé folyaman megvaltozik. Egyszeriibb

esetekben Ujrainicializalassal, vagy kifejezetten erre a problémara kidolgozott eljarasokkal pl.

[48] biztosithat6 a | Vu| = 1 tulajdonsag megbrzése.

1V.3.3. Egyszeri statisztikai szeparator

Az egyik legegyszeriibb valasztas a gorbe menti régiok atlagintenzitasainak kiilonbsége lehet.
Kétféleképpen is meghatarozhatjuk: a) eldjelesen, és akkor a elvéalasztdo gorbe egyik oldalan
mindig nagyobb atlagos intenzitdsu részleteket taldlunk, b) abszolut érték szerint, és akkor a
gdrbe egyik oldalan is felvaltva jelentkezhetnek a nagyobb és kisebb atlagintenzitasa régiok'".
Ha a b) tipust valasztjuk, akkor egy kiilonbségeket maximalizdlo ¥ fliggvénynek
valaszthatjuk a kovetkezO — a lokalis integracids tartomany méretével normalt — lokalis
integralt:

1

|| —
2pq oW

[£(x+n*)=1(r+n)[aw (IV.12)

Tekintsik a (IV.1) régiot a képtér koordinataival, felhaszndlva az érintdvektor és a

normalvektor komponensei kozott fennallo (IV.7) kapcsolatot:

sy

fiiggbleges és vizszintes vonalakkal hatdrolt régiok kompozicidjanak is.
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r+n" :(IJrfex 7U€§>i+(y+§€!} +nei)j
r+n = (IJrfej +neg)i+(y+£€g *Ue;i)j (Iv.13)
WcQ: &el-ppl|, neloq]

Fontos észrevenni, hogy az integralasi hatarokat konstansnak valasztva, a (IV.12) paraméteres
integral a (IV.2) funkcionalt minimalizalo gorbét definialé mennyiségekre nézve, mivel a §
€s 7 integralasi valtozOk €s az integralasi hatarok fliggetlenek z, y, e;, e; mennyisegektol.

A U derivaltjainak képzésekor tehat felcserélhetjiik a derivalas és az integralas miiveletét. Igy

a (IV.10)-ben és a (IV.11)-ban, a (IV.4) kozbeiktatasaval fellépd elsé derivalt (IV.6)

komponensek a kovetkezok, bevezetve a (AI) =1 (r +n* ) —1I (r + n_) jelolést a kozos

tényezokre:
WL (AN (xent) 1, (xs Jaw
88_\11:LJ‘W(AI)[gjw(r+n+)+njy(r+n+)_§]w(r—|—n7)+nfy(r+n7)]dW
aéf Pq (IV.14)

S L AD[ (rent ) (e )Jaw
B Ao e e ) e e

IV.3.4. Az alapmodell kritikaja

A 1V.2 pontban 6sszefoglaltuk a lokalis régié alapti modszer elényds tulajdonsagait. Most a
fenn ismertetett alapmodellel szemben fogalmazunk meg kritikai észrevételeket, amelyek
bizonyos irdnyl tovabbfejlesztéseket indokolnak.

Az alabbi két pontban 6sszegezziik a lehetséges problémakat és kapcsolatokat:

e Nagy gorbiiletli részleteknél a gorbe és érintdje gyorsan tavolodnak, ez a lokalis
integralds ésszerli hatarait érintéiranyban jelentdsen korlatozhatja (ez a probléma
nem jelentkezik a globalis mddszereknél). A statisztikailag értelmezett adatok josaga
viszont a lokalis tartomany méretével aranyos. IV.3. abra

e Viltakozo intenzitasu rétegek szegmentacidjakor az integralas normaliranyi hatarat a
réteg sz¢léig kiterjesztve kapunk maximalis kiilonbséget. Ez kis intenzitaskiilonbség

esetén maximalizalja kiillonbséget novelve a szétvalasztas hatékonysagat. IV.4. abra

42



IV4. A modell finomitasai

IV.4.1. Masodrendii gorbekozelités
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IV.3. ébra: Lokalis koordinatarendszerek a gérbe mentén: izometrikus parabolikus koordinatarendszer és
descartesi koordinatarendszer. A nyilakkal kijeldlt pontok az azonos abszolut értéki # értékkel egymasnak
megfeleltetett pontok. A descartesi rendszerben kipontozott tartomany helytelen adatot szolgéltat, amely
parabolikus koordinatak hasznalataval erételjesen csokken.

Eszrevehetd, hogy (IV.2) funkcional egy altalanosabb forma kozelitése (valojaban, hasonldan

az optikai dramlashoz, legaltalanosabb esetben egy végtelen sor):

E(r,e,eV,...) = fG@(r(s),e(s),eV(s),...)ds (IV.15)

Itt az eV invarians alak az e, = (eV) -e egyenlettel definialt'’. A szeparalé gorbét minden

pontjaban Taylor soraval jol kozelithetonek tételezziik fel. A masodrendi kozelités:

r(s+ds)=r(s) —l—%(s)d& —l—%j—ii(s)dﬁ =r(s)+e(s)ds —l—%es(s)dSZ (IV.16)

Bevezetiink a lokalis integralas feliiletelemére nézve izometrikus koordinatdkat. A B
melléklet 7. differencialgeometriai osszefiiggése alapjan: dw(n) = _Eet ‘n=—e -n (itt
kihasznaltuk még: ds = hdt), ¢és e,-n az e, egyetlen, nem zérus komponense (mert

B

e, | e), amely normal iranyu, a (IV.16) alapjan definialhatunk egy parabolikus rendszert a

kovetkezo koordinata transzformacioval:

_div(n)£ (IV.17)

12 Ez a distinkci6 az ivhossz szerinti derivalt és az érintévektor gradiense kozott nem feltétleniil szitkséges, de
magasabb dimenzidkban igy korrekt.
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A (IV.17) valtozé transzformécio Jacobi determindnsa 1, tehat az integralés feliiletelemét nem
kell valtoztatnunk. Az igy bevezetett koordinata transzformécionak praktikus oka van:

bevezethettlink volna ortogonalis parabolikus koordinatékat is, de akkor (IV.12)-t két részre
(also-felsd) kellet volna bontani. A (IV.17)-ben megjelend div(n) csak sikgorbe esetében

alkalmazhatd, magasabb dimenzidkban nem, de itt érdemes ezt hasznalni, mert a (IV.3) és
(IV.8) egyenletekben szerepel, igy értékét mindenképpen ki kell szamitanunk. Ezzel a (IV.1)

régiok egyenletei:

_div(n)62 .

+
n- =¢ex+
¢ 2

n (IV.18)

A (IV.13)-ban definialt standard bazisbeli integralasi tartomany kifejezések is valtoznak a

transzformacid hatasara:

rtnt = [x+§ei, +[dw2(n)£2 n]eg]iJr[eréeg +[n div;n)§2]%]j
div(n) divn) ¢ M]%] i (v.19)

) §2+n]€g]l+[y+£€§[
W cQ: €l-ppl|, nel0q]

div(n)

Végil a (IV.14) egyenletek is megvaltoznak formalisan az 7 helyére a — &+

kerul.

IV.4.2. Optimalis alaku integralasi tartomany

Masodszor azt az esetet fontoljuk meg, amikor kiilonb6z0 intenzitasu rétegek valtjak egymast
a feldolgozandd képen. Ha a konstans hatarok atnytlnak a kovetkezd rétegbe, akkor ezzel
csokkennek a kiilonbségek. A 1V.4. abra ilyen eseteket mutat be. A gorbe alatti vilagos
tartomanyt a gorbe folotti sotétebb tartomany koveti, majd ujra egy vilagosabb. Feltlintettiik a
lehetséges lokalis koordindtarendszereket is. A pontozott tartomény figyelembe vétele, illetve
a csikozott tartomany figyelembe nem vétele csokkenti a szamolt kiilonbségeket. Hasonldan
az aktiv régio alapti mdédszereknél megismert technikahoz (a bevezetésben ismertetett modon,
lasd még: [45]), minden rogzitett gérbére szamolhaté egy maximalis kiilsnbséget'® biztosito

alaku lokalis integraldsi tartomany. Ennek lehetdségét részletezziik az alabbiakban.

13 A szakirodalomban az adattagot szokas kiilsd erének ,,external force” is nevezni. Ennek a maximalizalasara
toreksziink.
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IV.4. abra: Optimalis integralasi hatarok. Szaggatottal a konstans hatarokat jeloltiik.

A (IV.12) éltaldnos alakja a lokdlis koordinatdk szerinti  kettds integral

1
V= % W F (f ; U)dW . A kett6s integralt kétszeres integralként felirva kapjuk:
1
= Z f F(&n)dn ¢ (Iv.20)
2p E=—p{ " n=0

A zardjelben az 71 egyvaltozos (£ paraméterrel) integralt talalunk, amely mennyiséget
felfoghatjuk, mint a ¢ fiiggvényét:
g
o) =3 [ rln)an (1v.21)
i
A £ -6l valo kozvetett fliggést — azaz, hogy a § nem vesz részt a sz€ls6érték feladatban —
indexbe foglalt paraméterrel jeloltik: F; (n) =F (5,77>. A (IV.21) fiiggvények (minden
rogzitett £ mellett) egy egyszeri egyvaltozos szElséérték problémat definialnak az optimalis

integralasi hatar £ helyen vett értékére. A szEélsérték sziikséges feltétele:

—0 (IV.22)

Most érthetd meg az integralasi tartomany méretével valdé normalas fontossaga is. Ha ugyanis
egy (IV.12) tipusu kettds integralbol indulunk ki, akkor normalas nélkiil a (IV.21) monoton
novekedd — hiszen integrandusa négyzetes kifejezés — igy maximumat a ¢ = co-ben venné
fel.

A (IV.22) egyenletek minden & helyen egy optimalis ¢ = q(§ ) integralasi hatart

definidlnak. Ezért az optimalis integralasi hatar keresés probléma helyesen egy funkcional
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maximalizalasi problémaként interpretalhatd, maga is egy variacios feladat, és a kovetkezd

funkcionallal és Lagrange fiiggvénnyel formalizalhato:

P q(¢) P
max Lf F(&n)dn e = max [ L(q,€ )¢
o) J 1a(€) ) " (IV.23)
) q(¢) .
L(¢¢)=—= | F(&n)d
(q 5) q 5){ (5 77) N

Mivel csak a ¢ fliggvényt varidljuk, a variacios probléma megoldasa a (IV.22). A széls6értek
meghatarozasahoz végezziink diszkussziot. A (IV.22) jelentése (g = 0 -nal) az a pont, ahol a
fliggvény helyettesitési értéke megegyezik az atlagos értékével. Konstans fliggvényre ez a
feltétel mindenhol kielégiil. Nem konstans fliggvény esetén maximumot kapunk, ahol a

masodik derivalt negativ, mivel ¢ > 0, ezért (IV.22) derivalasabdl a maximum feltétele:
— <0 (Iv.24)

Ez szemléletiinknek megfeleléen a (IV.12) esetében ott kovetkezik be, ahol réteghatar
atlépése miatt az egymasnak megfeleltetett pontok kozotti (abszolut) kiilonbségek csdkkenni
kezdenek. Statisztikailag értelmezhetd adatokon azonban ez barmikor ,véletleniil” is
teljesiilhet. Ezért egy ilyen implementacioban célszerti a (IV.21) értékeit konkrét g .. > 0 és

min

Tax > 9min  hatarok kozott elvégezni, és azt a ¢ értéket elfogadni amelynél nagyobb ¢

értékek mellett (40) kifejezés mar kisebb, mint a korabban elért maximumok 80-90 szazaléka.

IV.S. A modell alkalmazasa, eredmények

IV.5. abra: Egy tipikus OCT kép (bal oldal), ugyanez fuzzy sziirés [68] utan (jobb oldal)

A fenn ismertetett modellt OCT képek viszonylagosan jol elkiiloniil6 rétegeinek — a legfelsd

crer
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e Rossz mindségt, alacsony kontraszta képek

e Nincsenek hatarozott ¢lek vagy vonalak, a rétegek statisztikai mennyiséggel

jellemezhetok
e Folytonossagi hidnyok ¢és elkiilonithetetlen részletek jelenhetnek meg

o A képek szlirése nem sokat segit

IV.5.1. A valasztott modell

Az evolucidhoz a (IV.11) egyszertsitett eldjeles tavolsagfiiggvényt feltételezd egyenleteket
hasznaltuk, minden lépésben ujrainicializalt fliggvénnyel. A kiilonbségeket maximalizald
figgvénynek (IV.12) a mdasodrendii gorbekozelitéssel javitott modellt valasztottuk, ahol a
tartomanyokat a (IV.18) egyenlet definidlja. Itt meg kell jegyezni, hogy a masodrendii
gorbekdzelitéshez nem a (IV.8) normalaramlas egyenletek tartoznak (hanem negyedrendii
egyenletek), de az egyszeriiség kedvéért feltételeztiik az eredeti egyenletek, illetve az eredeti
egyszertsitésével kapott elsdrendli egyenletek kozelitd érvényben maradasat. Végil két
véltozatot, az allandd integraldsi hatart feltételezd, és az optimalis integralasi hatdrokat
meghatarozo valtozatot is implementaltuk (azaz a 1V.4.1-ben ismertetettet, illetve a IV.4.1 és

IV.4.2 ismertetetteket egyiittesen).

A variaciés modszerekre jellemzé moddon a gorbe-evoluciot a megoldas perturbacios
tartomanyabol kell inditani. Automatikus feldolgozast megcélozva valamilyen médon a
megfeleld helyre kell juttatni a gorbét. Ennek egyik modja a gorbe pontjainak normal irdnyt
kényszeritett mozgatasa, valamilyen feltétel teljesiiléséig. Ez a feltétel a régiok kozotti
kiilonbségre kirott kiiszobérték:

B =3, B, = const, ha U<V, (IV.25)
B=h[® n+(®—&, -e)div(n)] (IV.8) szerinti, ha ¥ > ¥, '

A W, . kiiszobérték kiillonboz6 értékei  kiillonbozé réteghatarokon allitjak le a
kényszermozgast, ahonnan az evolucid vezérlését a normal flow egyenletek veszik at. Egy
valos OCT technologiaval késziilt ragesald retina felvétel szegmentacids folyamatanak

néhany fazisat a [V.6. dbra mutatja:
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Az Internal Limiting Membrane (ILM) szegmentacioja

A Retinal Pigment Epitheliun (RPE) szegmentacidja

IV.6. ébra: A kidolgozott szegmentéci6 folyamatanak néhany fazisa OCT technoldgiaval késziilt ragesalo retina

s

A kétféle modszerrel kapott eredményeket a [V.7. dbra mutatja be:

IV.7. abra: A kétféle modszer eredményei

Az eredmények Osszehasonlitdsa azt mutatja, hogy a konstans integraldsi hatarokkal végzett
szegmentacio kissé sziikebb rétegeket eredményez, mint az optimalis hatarokkal végrehajtott

valtozat. Ez a kiilonbség a legelmosddottabb alsé rétegnél a legfeltiindbb.
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IV.5.2. Tovabbi lehetéségek

IV.8. abra: A Conb (fésii) eljaras elve:a mozg6 ablakba esd képrészlet sorainak vetiilete szolgal az atmenetek
kozelitd meghatarozasara
A fenti eljards, amellyel a megoldas kozeli perturbacios tartomanyba juttattuk a gorbét
feltételezi a gorbe menti adatok viszonylagos homogenitasat. Erds (a példa képeiben
vizszintes) inhomogenitas mellett elképzelhetd, hogy a gorbe kiillonbozd szakaszai mas-mas
rétegeknél kezdenek az evolucios egyenleteknek megfeleléen valtozni. Ez ellen hat a simasagi
kényszer, de hatdsa nem biztos, hogy minden esetben elegendd lesz. Adhatunk extra simasagi
tagot a (IV.8) alapegyenlethez', de helyes mértékének megallapitasahoz nincs megfeleld

modszeriink, €s ez a mérték nyilvan adattartalom fiiggo is.

Tovabbi probléma, hogy burkoltan feltételeztilk a rétegek folytonossagat, és a teljes
hosszon felinicializalt kezd6gorbével ezt ki is kényszeritettiik. Ez a tévedés a késObbiekben
mar nem korrigdlhato. Ha tehat célunk a szegmenticido mellett a folytonossag vizsgalat is,
akkor bajba keriilhetiink, ¢és esetleg a megoldas-gorbe alakjanak, a lokalis régiok tartalméanak
utofeldolgozasaval kaphatunk informacidkat az ilyen helyekrol.

Ezeken a problémakon segit az OCT retina projekt kapcsan kifejlesztett eldfeldolgozé
eljaras (Csetverikov [S7,S10]), amely nagyon gyorsan (~30 frame/sec, 300 ezer pixeles
képeknél) inicialis kontlrokat biztosit a ,,Comb” (fésti) mddszer felhasznéalasaval (IV.8. abra).
A modszer folytonossagi hianyok esetén is hasznéalhato.

A masodik korben elvégzett aktiv kontir szamitdsok rétegenkénti idtartama standard
egyprocesszoros (~2GHz) PC-n 5x5 pixeles racsméret mellett 2-3 masodperc. Kétlépcsds

feldolgozasra masoknal is talalhatunk példat [49].

' A gorbehossz minimalizalo funkcionalbél a div(n)-el aranyos additiv tag jelenik meg.
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IV.5.3. Tovabbfejlesztési lehetdségek

Elsésorban a gyengébb belsd rétegek keresése jelent kihivast. Itt folytonossagi hidnyok és
megkiilonboztethetetlentil Osszeolvadt rétegek jelenhetnek meg, az altalanos modszerek
természetesen nem képesek ezen problémak kezelésére. Az altalanossag igényérdl lemondva

szokésos eldzetes geometriai ismeretekre tamaszkodni: atlasz, ,,shape prior”: [50,51].

Hasonloan segithet — a rétegképek elkiiloniilt 2D feldolgozasa helyett — egy kozvetlen 3D
modellt hasznalé rétegrekonstrukcié. Ekkor a szomszédos rétegek egy modellbe foglalva, egy
hibafiiggvénnyel képesek egymas hianyossagait/hibait valamilyen mértékben korrigalni. A
lokalis régiokra kidolgozott modell néhany valtoztatdssal 3D-re is alkalmazhatd. A

lényegesebb elvi kiillonbségek:

e A (IV.3) egyenlet helyett a csak normal egységvektor kifejezését tartalmazé (B.5)

egyenletet, illetve annak elsérendii valtozatat kell hasznalni

e A (IV.12) statisztikai szeparator helyett annak 3D valtozatat kell hasznalni. Ha csak
2D rétegfelvételek allnak rendelkezésre, akkor ez egy adott tartoméanyba esd felvételek

tartalmanak atlaga, stilyozott atlaga lehet

e 3D-ben a magasabb rendii kozelités egy feliilet magasabb rendii kozelitését jelenti.
Ekkor a (IV.18)-nak megfeleld régidegyenletben a feliilet gorbiiltségére jellemzo 11
tenzor, a masodik fundamentalis forma, illetve az ekvivalens normal egységvektor

gradiensével kifejezett alak jelenik meg

Az elvi kiilonbségek mellett egy fontos gyakorlati kiillonbségre is fel kell hivni a figyelmet: a
Signed Distance tulajdonsag megdrzésére keriilend6 az Ujrainicializalds technikéja, helyette
vagy az erre a célra kidolgozott modszerek valamelyikét kell valasztani, vagy az evolucios
egyenleteket ugy megvaltoztatni, hogy az eldjeles tavolsagfliggvénytdl valo eltérést biintetd
tagot is tartalmazzon. A varhatéan jelentésen megnovekedd feldolgozasi id6 csokkentése

elkeriilhetetlenné teszi a parhuzamositast pl. GPU programozassal.
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V.

3D rekonstrukcio

A fejezet tartalma:

A bevezetésben ismertetem a leggyakrabban hasznalt kameramodellt (V.1.1) és a
modell alapjan szamolhat6 megfeleltetéseket a képrészletek kozott: a projektiv és affin
homografidkat (V.1.2), majd indoklom az invarians formaban megfogalmazott
kvadratikus megfeleltetés — bizonyos feltételek melletti — sziikségességét (V.1.3). A
bevezetés a fejezetben hasznalt alapvetd definiciok és jeldlések bevezetésével zarul

(V.1.4).

A maésodik részben a lineéris transzformacié levezetésének 1épéseit foglalom Ossze. A
végeredmény része a kvadratikus transzformacionak, és a 1épések mintaul szolgalnak a

kvadratikus transzformacio levezetéséhez.

A harmadik rész a kvadratikus transzformaciéo levezetése. Els6 Iépésként a
transzforméacio objektumait mutatom be (V.3.1), ezt kdveti a transzformacié formuldja
altalanos koordinatazas mellett (V.3.2), az invarians formula (V.3.3) és a mennyiségek
szamitdsa racson, Level Set alkalmazisokhoz (V.3.4). A levezetések/bizonyitdsok
részletei a C és D mellékletben, a mennyiségek alternativ kiszamitasi lehetdsége

(amely pl. végeselem kornyezetben is hasznalhato) az E mellékletben talalhat6.

A negyedik részben a kvadratikus transzformacioval Iétesitett megfeleltetést
illusztralom a megfeleltetésben fellépd tagok értelmezésével. Elvégzem a projektiv és

affin homografias megfeleltetések eredményeivel vald dsszevetését.

Az 06todik részben ismertetem a validdlashoz hasznalt variacidés tobbkameras
rekonstrukci6 modszerét, a pontos tesztkoriilményeket és a teszt szamszeri

eredményeit.
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V.1. Bevezetés

A 3D rekonstrukcié a strukturdlt megvilagitds alapti mddszerei (3D scan) [52] olyan nagy
pontossagot értek el, hogy ma mar az ipari alkalmazasokban is megjelentek, és kvazi ,,ground
truth” adatokat szolgaltatnak az egyéb rekonstrukcidés modszereknek.. Az ilyen eszkozok
outputja térbeli pontfelhd, amely feldolgozasara szdmos hatékony moddszer ismeretes. Nem
minden esetben folyamodhatunk azonban ehhez a hatékony eszkozhoz, pl. a kiiltéri
alkalmazédsokhoz hasznalhato ,Light detection and Ranging” (LIDAR) technolégiak
nehézkesek, valos idejii felvételek készitésére tobbnyire alkalmatlanok, és dragak, mig
fénykép ¢és videofelvételek készitésére szinte barhol, barmikor mdd van. Ilyenkor csak
képekkel rendelkeziink a megfigyelt szintérrél. Valds térbeli pontok nélkiil viszont alapvetd,
hogy robusztus technikék éalljanak rendelkezésre a képrészletek megfeleltetéséhez. Ha ugyanis
ilyen, képek alapjan torténd rekonstrukciora gondolunk, ahol valamilyen okbdl ,,eléggé” tavol
keriiltiink a helyes megoldastol, akkor valés 3D pontok ismeretének hianyaban semmi olyan
objektiv tdAmaszunk nincs, ami megakadalyozna, hogy egy hibas eredményt végeredményként

fogadjunk el.

A sztered [66] és a tobbkameras [53] 3D rekonstrukcié globalis, energiaintegralok
minimalizéldsan alapuld modszereinél elsOsorban a valdszinliségelméleti alapokon nyugvo
direkt funkcional minimalizal6 eljarasok terjedtek el. Legfontosabbak a ,,Graph Cuts” [54,55],
»Space Carving” [56], ,,Markov Random Fields” [57]. Valodi, Euler-Lagrange egyenleteken
alapuld varidcidos modszerek az optikai aramlashoz hasonlod sztered aramlés kétkameras

rendszerekre: [58,59], illetve a [36,46,47,60] a tobbkameras rekonstrukciora.

A rekonstrukcio alapja az egyes képek részleteinek megfeleltetése. Napjainkban a
legelterjedtebben hasznalt megfeleltetési technika a projektiv geometriai alapokon nyugvéd
projektiv _homogrifia, illetve linearizalt véltozata az affin homografia. Hasznalatuk
egyszerli, ¢és jO eredmény szolgaltatnak az értelmezési tartoményukon beliil. Alabb
Osszefoglaljuk a lyukkamera modellt és az ebbdl szarmaztathatdé megfeleltetések eredményeit,

majd rdmutatunk gyengeségeire [61].
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V.1.1. A projektiv transzformacio

— N < X

G,

V.1. abra: A lyukkamera modell: F a fokalis sik, ennek origdjaban taldlkoznak a fényvonalak. Az R a retinalis
(szenzor) sik, erre képzddik le a megfigyelt szintér. Egy térbeli pont helyvektora M, ennek a retinalis sikokon a
megfeleld vektorai my és m,.

Fontos: ebben az V.1 fejezetben az indexbe helyezett betiik a koordindtakra utalnak nem a
parcidlis derivalasra. A skaldr szorzat jele a matrix reprezentaciok kozott a szokdsos

matrixszorzatra utal.

A projektiv transzformacié a lyukkamera modell altal, sik feliiletelemek leképezésének
kozelitésektdl mentes mddja. Minden kamera természetes modon paraméterezi az altala
belatott teret, sajat koordinatarendszere descartesi koordinatdival. Ezt a sajat
koordindtarendszert a kamera fokalis sikja és az arra merdleges harmadik tengely, a z
hatarozza meg. A kamera altal szolgaltatott kép a tér egy vetitése a kamera retinalis sikjara,
majd még egy, a szenzor €s a megjelenitd eszkdz kozotti transzformacio. Ennek a vetitésnek
az operatora P, amely homogén koordinatak kozott teremt kapcsolatot zm = P-M.
Komponensei a kamera sajat koordinatarendszerében a kameramodell alapjan (a V.l1. abra

szerinti 1. kamerara):

z
T, qg, p» o f|f 0 0 0
v y
z |y |=]0 ¢, 0,0 f 00 s (V.1)
1 0O 0 10 0 1 O ]

(V.1)-ben az [ a fokusztavolsag q, €s ¢, aszenzor és a megjelenitd eszkoz kozotti skalazasi

faktor, o,, o, az optikai tengely koordinatai a megjelenitd eszkozon, a p nyirasi tényezd

korszerti eszk6zoknél nulla, amely mellet (V.1) atmegy az
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T
T ) s, 0 0, 1 0 0 0
y|=—|0 s, o,0 1 00 v (V.2)
yA z
1 o 0o 10 010 )

egyenletekbe, itt s, = fq,, s, = fq,. Ebben a felirasban a jobb oldal elsd, 3x3 matrixa a
belsé kamera-paraméterek matrixa: B, , a masodik 4x1 matrix a kiilsé kameraparaméterek
matrixa sajat koordinatarendszerében, szokasos jel6léssel G, = [I|0], és P =B, -G,.
Jellemezze a kettes kamera helyzetét az els6 kamera koordinatarendszerében a
t = [tz t, 1, ]T eltolas vektor és (az eltolas helyén vett) az R = [Ri R; R, | elforgatési
matrix, ahol R;, R;, Ry az (elsé kamera) i, j, k bdazisvektorainak elforgatds utani, els6

rendszerbeli koordinataibol alkotott vektorok. Mivel az R forgatdsi matrix, ezért inverze

megegyezik transzponaltjaval, igy G, = [RT ‘RT -t} ,és P, =B, -G, .

V.1.2. A projektiv és affin homografia

A projektiv transzforméciot sik feliiletelemre alkalmazva levezethetd a vetiiletek kozotti
transzformacio képlete. Fontossdga a sztered latasban, a tobbkameras 3D rekonstrukcidoban
kozismert, ahol a képrészletek kozotti megfeleltetés pontossaga kulcstényezd a modszer

hasznalhatosagat, robusztussagat tekintve.

Elészor a masodik kamera és az elsd kamera koordinatai kozott mindig fennall az
M, = R” M, — R” -t §sszefiiggés. Masodszor tegyiik fel, hogy a két kameraval megfigyelt
objektum egy sik. A sik egy tetszdleges pontjanak valodi (nem homogén) koordinatai az elso

T
kamera koordinatarendszerében legyeneck M, = [x Yy z] . A sik normal egységvektorat

n -nel jeldlve, a sik pontjaira igaz: n-M; = d , ahol d = const a sik tavolsaga (mer6leges
vetiiletének hossza) az elsé kamera koordindtarendszerének origdjatol (fokalis pontjatol)
mérve. Ez utobbi egyenletet d-vel osztva 1 =mn-M, /d. Ezzel beszorozhatjuk az
M, =R" M, —R” - ¢ egyenlet jobb oldalanak masodik tagjat:

1
RT . M, - RT . tg(n - M, ) , és azt atrendezve kapjuk:
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M, =

[ =K-M, (V.3)

R” -[Iltn] .
d

1
A zardjeles kifejezésre bevezettik a K = R” '[I — Etn] jelolést, a tn pedig a két vektor

diadikus szorzata. Tehat a sik (és csakis a sik) pontjainak a két kamera altal meghatarozott

koordinatarendszerekben mért 3D (térbeli) koordinatdi kozott lineédris transzformacio:
M, = K- M, all fenn.

Ez utdbbi eredményt és a (V.2)-vel kombinalva'®, a képkoordinatikra adodik:

7, x 7, x
2|y | =By |y, és 2y |%y | = By - Ky (V.4)
1 z 1 z

(V.4) els6 egyenletébdl a térkoordinatékat kifejezve és a masodik egyenletbe helyettesitve:

Ty 1 2 1

_ Z _
2|y, | =B, K- B 'z |y, ,Vagyz—2y2 =B, -K-B'|y (V.5)
1 1 | 1

T T x

Azaz a projektiv transzformacioval formailag egyezd kifejezést kaptunk, eggyel kisebb

T
dimenzioban. Az els6 képen mért |Az; Ay, | elmozditas hatisara, a masodik képen a

Z
kovetkezd pontba jutunk (bevezetjilk méga w = z—2 jelolést):
1

T, (Il + Azy,y, + Ayl) T Az,
w(ml + Azyy + Ayl) 3/2(531 + A,y + Ay1) =B, K -B'||y |+|Ay (V.6)
1 1 0

Az (V.6) egyenletek nemlinearisak: a w az z,, y, kifejezések nevezdiben megjelenik. A

B, - KB, szorzat matrixat szokas a (projektiv) homografia matrixdnak nevezni. A projektiv

T
homografia [Axl Ay, ] -ben linearizalt valtozata az affin homografia.

V.1.3. A projektiv (affin) homografia korlatai

A projektiv homografia pontos leirast ad a képrészletek kozott ha a) a lyukkamera modell

helytallo, és b) a megfigyelt objektum sik.

15 Az (V.2) speciélisan az els6 kamera koordinatarendszerében kifejezett, az egyszertiség kedvéért ezt a rendszert
hasznaltuk az eredmények levezetéséhez.
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A valésagban azonban a lyukkamera modell feltételei csak nagy fokusztavolsag (ezzel
Osszefliggésben altaldban kis latészog) mellett szoktak teljesiilni. Kis fokusztavolsag esetén
mar figyelembe kell venni a lencsetorzitdst. Ez még elvileg korrigalhat6: egy plusz
transzformacioval az alapesetre juthatunk, de vannak specidlis célokra tervezett optikak,

amelyeknél nem is szempont a lyukkamera modellre val6 visszavezethetdség.

A megfigyelt objektum altaldban nem sik. Ez addig nem probléma, mig a megfeleltetett
képrészletek olyan objektumrészlet vetiiletei, amelyre az objektum ¢és érintésikja kozel
haladnak egymashoz. Eszerint nagy gorbiileti helyeken csokkenteni kell a megfeleltetés

méretét, ami viszont csak a robusztussag rovasara tehetd meg.

A sztered megfeleltetéseknél gyakori a normalizalt keresztkorrelaciéo haszndlata. Ennek
oka — mint azt az optikai aramlasnal lattuk —, hogy az intenzitasok valtozasat jol tliri, ami
sztered problémanal biztosan fellép: a) lehetetlen a kamerdk belsé rendszereit pontosan és
tartosan 0sszehangolni, b) a részletek megvilagitottsaga a kamerdk helyzetétdl is fiigg, hacsak
nem szadmithatunk tisztan kornyezeti megvildgitasra, ami szinte sosem teljesiil. A robusztus
keresztkorrelacié nem Osszetéveszthetd, azaz részletes és nem ismétlodo textarat igényel. Erre
annal inkabb szamithatunk, minél nagyobb az 0&sszehasonlithaté részletek mérete. Az
ellentmondas nyilvanvald, minél nagyobb a részletek mérete, annal inkabb tavolinak és

sikszertinek kell lennie a megfigyelt objektumnak.

A fentiek alapjan indokoltnak latszik olyan modell kidolgozasa, amely a fenti
problémaktol nagyrészt mentes. A felhasznalasi lehetdségeket is szem eldtt tartva célul tiizziik
ki olyan nem paraméteres (invarians) alakban megfogalmazott megfeleltetési transzformacio
kidolgozasat, amely tetszéleges vetitési fiiggvény feltételezésével, nagygorbiileti
objektumrészletek esetén is lehetové teszi viszonylag nagyméretii megfeleltetési tartoméanyok
hasznalatat. (Hasonld torekvések sztered6 probléméra, explicit felilletek masodrendii
mennyiségeit is figyelembe vevd mélységi fiiggvény abrazoldssal ismertek: [62]). Ennek
lehetdségét abban latjuk, hogy mind a leképezési fiiggvényeket, mind a feliiletet masodrendii
differencialis mennyiségekkel kozelitjiik, kvadratikus megfeleltetést 1étesitve ezaltal a
képrészletek kozott is. Ennek megfeleléen minddssze annyit kdveteliink meg, hogy a feliilet
leképzései és inverziik is 1étezzen. Csak technikai okbodl, az eredmények levezetéséhez
feltételezziik a feliiletek paraméteres leirhatdsagat. Az eredmények levezetéséhez alapvetden
a klasszikus differencialgeometria eredményeit hasznaljuk [63,64]. A végeredményt invarians
formaban adjuk meg, midltal lehetévé valik az eredmények felhasznaldsa a Level Set

modszer keretei kozott is. Ugyanakkor hangsulyozzuk az eredmények altalanos felhasznalési
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lehetdségét minden olyan esetben, ahol képrészletek kozotti megfeleltetési probléma 1ép fel,

¢s a projektiv vagy affin homografia korlataiba {itkozhetiink, pl. [65].

V.14. Definiciok, jelolések

A megfigyelt szintér haromdimenziés euklideszi tér: R®. Ennek standard bazisat a harom,
egymasra kolcsonosen merdleges egységvektor i, j és k alkotja. Ennek a térnek az
objektumait figyeljiikk meg. Az objektumok feliiletiikkel reprezentaltak, feliiletiik a harom
dimenziés térbe agyazott kétdimenzids sokasdg. Paraméteresen, altalanos koordinatakkal
kifejezve:

S(u,v) = X (wv)i+Y(uwv)j+2Z(uv)k (V.7)

A térkoordindtdkat nagybetiivel jeloljiik. A vetitési fliggvény a tér minden, harom

T
koordinataval jellemzett [X Y Z] pontjahoz két, kisbetiivel jelolt (:L“,y) képkoordinatat

rendel. A kiilonboz6 vetitési fiiggvényeket als6 indexiikkel kiillonboztetjiik meg. Ha a vetitési
figgvény az (V.7) feliilet pontjait vetiti, akkor — a térkoordinatakon keresztiil — a feliilet

paramétereinek (is) fiiggvénye. Az i -edik vetitési fliggvény alakja tehat:

(V.8)

A késobbiekben a feliilvonast elhagyjuk. A fejezet tovabbi részében az i és j indexek — és

csak ezek — nem derivélasra, hanem a képindexre utalnak.

Feltessziik, hogy a feliilet egy megfigyelt pontja koriili kicsiny nyilt koordinatakornyezet

képei is teljes egésziikben léteznek a vetiileteken. Ez a tulajdonsag a fiiggvények
differencidlhatosaganak feltétele. A vetitési fliggvényekrdl feltessziik tovabba, hogy (u,v) -

ben masodfoku Taylor sorukkal kozelithetdk, 1étezik az inverziik, és az inverz fiiggvények is

kozelithetok masodfoka Taylor sorral.

V.2. Linearis transzformacio

Els6 1épésként linedris transzformaciot vezetiink le képrészletek kozott. Ez egyfeldl egyszeru
formaban szemlélteti a levezetés kozben hasznalt elveket, masfeldl részét képezi a
kvadratikus transzformécionak is, amely ehhez képest egy masodfoku additiv mennyiséggel

béviil.
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V.2.1.  Elsorendu kozelit6 vetitési fiiggvény

Az (V.8) egyenletekkel adott fliggvényeket (U,v) -ben sorba fejtjiik, €s csak az elsérendi
tagokat tartjuk meg. A megfigyelt pont koriili differencialokat igy jeloljiik:

dz; =z, (u+ du,v +dv) — z; (u,v)

dy; =y, (u+ du,o+ dv) —y; (u,v) V.9)
A differencidlokat elsd rendben kozelitjiikk. Matrixos formalizmusban:
or, on,
Z ~loy o s e 3, (V.10)
ou Ov

Itt J, matrixa a leképezés Jacobi matrixa. A kozelités jelét a tovabbiakban elhagyjuk, és
egyenldségjelet hasznalunk. A Jacobi matrix és a késobbiekben bevezetett Hesse matrixok

jelolésénél kiss¢ hanyag modon elhagyjuk a zardjeleket, de jelentésik: J, = [J »],

1

- -1 . e R . f . ‘o ISRy
J = [J Z-] stb., illetve a kozottik végzett szokasos matrixszorzasra a skalaris szorzas jelét

7

hasznaljuk, pl. J,-3:' = [3.][3,]".

V.2.2. Inverz transzformacio, képek kozotti transzformacio

Egy masik, j indexszel azonositott transzformacio kozelitése formailag teljesen megegyezik
az (V.10)-zel. A felilleten mért du elmozditast az egyik egyenletbdl kifejezve és azt a

masikba helyettesitve a képrészletek kozotti sszefiiggést kapjuk. Az inverz:

du= I dx, (V.11)

2

A képrészletek kozotti transzformacio:

jel

dx, =3,-3'dx, = A, - dx, (V.12)

Az A, komponensei itt még paraméteres formaban adottak. Ezen a ponton a koévetkezd
megjegyzéseket érdemes megtenni:

e az (V.10) egyenlet egy lokalis koordinata transzformacio, a feliilet (u, ’U) koordinatai

¢s az (l}': Y; ) képkoordinatak kozott, tehat (xl-, yi) is teljes értékii koordinatarendszer

(lokalis térkép)
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e ugyanez igaz az (:L“j,yj) képkoordinatakra

o végiil az (V.12) is koordinata transzformacio, amely két lokalis térképrészlet (a feliilet

azon pontjai, amelyek mindkét képen latszanak) kozott létesit kapcsolatot, tehat A,

matrixa az (z,,¥, ) — (z.,y. | koordinata transzformacid Jacobi matrixa
i1 Ji LS

V.2.3. Az invarians alak

Most figyelembe vessziik, hogy az (V.8) szerint a vetitési fiiggvények a feliilet pontjainak
térkoordinatéi (V.7) szerinti Osszetett fiiggvények, és igy a differencidloperatorok kozott, egy
tetszbleges f fliggvényre alkalmazva a kovetkezé 6sszefliggés all fenn:

of _oXof OV Ol 0Z0f ¢

ou OuoX  OudY ouoZ
of _ 90X of  0Y of 8Zﬁ:S-Vf (V.13)

ov  Ov X  OvdY  ovdZ

Alkalmazva ezeket a vetitési fiiggvényekre a J;, J; komponensek:

Su ’ V$7 Sw ’ V$7
3 = S, -Vy, S, -Vy, (V.14)
Su -Vaz. Sﬂ -Vz.
L=ls, vy, s, vy, (V.15)
Az (V.14) és (V.15) dsszefliggéseket az (V.12)-be helyettesitve az A,; komponensei:
1
0= g8 (5 9 = (5,95, )(5, 9
1
(g = det(Ji ) [*(Su . VI]- )(Sw -V, ) + (SH . Vg;]_ )(Su -V, )] Vi)
1
o = g8 )(5, ) (5.5, )(5, %)
1
gy = det(Ji)[*(Su Yy, )(8, - Va, )+ (S, - Vy, ) (S, - Vg, )]

A (V.16)-ban: det(J,) = (S, Vz,)(S, Vy, )= (S, Vz,)(S, Vy;). Az 6sszes
komponens felirhat6 a feliilet normal egységvektoraval, pl. ez utdbbi determinéns atalakitasa:

(S, -V2,)(S,Vu) (S, )(s, - Vy,) =
vxi ’ (Susv) ’ vyL - vxi : (Susu) : VZ/L =
_vmi : (Sv u Susv) : Vy7 =

~Vz,-[N| -Vy, = —|N||Vzavy,|

(V.17)

59



(V.17)-ben a masodik sorban atzarojeleztiink, felhasznaltuk a diddok vektorral valo

szorzatanak azonossagat, a harmadik sorban a tenzorok  linearitdsi tulajdonsagat

(disztributivitds) hasznaltuk fel. A negyedik sorban az S, S, —S,S, mennyiségben

vu (Y

felismertiik a felillet normalvektoranak kifejezését, az [NL tenzort (jelentése:
[NL -w = Nxw minden w-re), végiil a normalvektor hosszat kiemelve jutottunk a zaro6

a harom alkot6 vektor

kifejezéshez, ahol a fliggbleges vonalak kozé irt mennyiség: |VminVy7;
vegyes szorzata.

A matrixkomponenseknek (V.16) a determinanshoz hasonl6 atalakitasa (V.17) utan a
normalvektor hossza a hanyadosokbdl kiesik, és a megmaradd mennyiségek mind
invariansok: a feliilet elsérendii differencialis invaridnsa a normal egységvektor és a vetitési
fiiggvények elsérendll invariansai, a gradiensek. A végeredmény igy irhato:

Va:jnVyi Vmian].

A — VznVy,| |VzaVy, (V.18)
Y VynVy| |VzaVy,

Vz,nVy, VznVy,

V.24. Kiegészités

vu U v

Az S,S, —S,S, mennyiségrél belatjuk, hogy megegyezik az [NL tenzorral. Tekintsiik egy
tetszOleges w vektoron vett hatasat, és végezziink azonos atalakitasokat:
(8,8, —8,8,) w=(S,-w)S,—(8,-w)S, =wx(S,xS,)=(8,xS,)xw=Nxw=[N| -w

amibél kovetkezik az [N| =88, —S,S, azonossig.

Level Set modszer alkalmazésakor a (V.18) mennyiségeit rdcson szamitjuk. A standard
bazisban a matrixelemek szamldloi és nevezdi is egy-egy determinans meghatarozasat
igénylik. A determinans sorai a vegyes szorzatot alkotd vektorok standard bazisbeli

komponensei.

V.3. Kvadratikus transzformacio

A kvadratikus transzformaci6 levezetésének Iépései nagyban hasonlitanak a linearis
transzformacio 1épéseihez. Ez alol kivételt képeznek az inverz transzformacio és képek

kozotti transzformacio (V.2.2.) 1épések.
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V.3.1. Masodrendi kozelito vetitési fiiggvény

(V.9) masodfoku Taylor sor kozelitése az ¢ indexre:

2 2 2
dz, = %dqu%varl %dzﬁ +2 o, dudv + oe, dv?
Y Ou Ov 21 Hu? udv 92
0 0 1(0? 0? 0? (V.19)
dy, = e du + Ty + | T g 4+ 2 Y udo + gy
' ou v 2| 9u? oudv o

Ugyanezek a vetitési fliggvény komponensek matrixokkal és az (U,v) térképen mért

T
du = [du dv] elmozdulassal:

du-H_ -du

T

du-H, -du

1

dx; = J, -du+ 3 (V.20)

Itt J, matrixa az (V.10)-ben bevezetett Jacobi matrix, a H, ¢és H, —matrixok a leképezés

komponensek Hesse matrixai:

32% 32% 82yi 82yi
_ 2 Qudv _ | gu:  Oudv
H =|0u ,H =] 0u V.21
% 82% 82% Y 82yi 82yi ( )
Oudv o2 Judv  9o?

V.3.2. Inverz transzformacio, képek kozotti transzformacio

A linedris transzformacio kovetkezd 1€péséhez hasonloan a (V.19) egyenletekbdl kellene
kifejezni a du vektort. Nem keressiik azonban a pontos kifejezést, megelégsziink annak egy
kozelitésével. Feltételezziik, hogy az inverz fliggvény létezik, és az is jol kozelithetd

masodfokt Taylor sordval. A sor egyiitthatdit ezen a ponton ismeretlennek tételezziik fel, és a

P;,---b; ismeretlenekkel jel6ljiik az alabbi szerint:

du = p.dz, + q;dy, + l(aﬁdxi2 + 2¢;dz,dy, + bﬂdyf)
2 (V.22)
dv = pydz; + q;dy, + 5(a5da:i2 + 2c;dz,dy, + b,ady?)

Az (V.22) egyenleteket (V.19)-be helyettesitve, és a dz;,dy, differencidlok Osszegzett

hatvanykitevoi szerint csoportositva az ismeretlen egyiitthatokra két ismeretlenes linearis

egyenletrendszerek adddnak (C melléklet). Ezek megoldasaval a kozelité inverz (a

T
T = (J;l) jeloléssel) egyenletek:

61



dx; - (377 -H,

T
V.23
ax, - (37" ~H T (V-23)

-1
i
i

1)d7:

Az (V.23) egyenletekben a Hesse matrixok masodrendli tenzorokként transzformalodnak, a
zéarojelben allo 6sszeg vektorként.

A képek kozotti transzformaciohoz a du ismeretében a j képre felirt (V.19)
egyenletekbe helyettesités utan fenti modszer ismétlésével jutunk (C melléklet). A kamerak

kozotti transzformacié végeredménye:

(V.24)

dx. - T H Jfl
dx, = A, dx - A ( - Jt)

J;
&Jﬂ /1)1

Az (V.24)-ben a Jacobi, Hesse matrixok és az A, komponensei még az altaldnos (u,v)

koordinatakkal adottak.

V.3.3. Az invarians alak

Ugyanugy, mint a linearis transzformacio levezetésénél, figyelembe vessziik, hogy az (V.8)
szerint a vetitési fiiggvények a feliilet pontjainak térkoordinatai szerinti sszetett fiiggvények.
Az  elsérendli  differencidloperatorok  kozott  fennall (V.13), a  masodrendi
differencialoperatorok hatdsa egy tetsz6leges f fliggvényre a kovetkezdk:

0 af
LY _vf.s, +S, -VVf-S,
daou VS I

991 —Vf-S, +8,-VV/f-S,
90 0u (V.25)

3 3f
=Vf-§, +8,-VVf-§,
8u ov I I
8 8f
=Vf-S,+8,-VVf-§,
81} ov I I

A formulak levezetése torténhet koordinatdkkal, de kiindulhatunk az elsé derivaltak

tovabbderivalasabol is, pl.:

90f _OVI-S) _or g (Vg g S 1.8 v p—
EY P =Vf-S, + o S, =Vf-S, +{{(Vf)V]-S,}-8, =Vf-S, +8S,-VVf-S

v

0 0 0 0
A parcialis derivaltak kommutéciés tulajdonsdga miatt: 007 _091 az (V.25) masodik
Ovou  OuOv

¢s harmadik sora természetesen megegyezik. (Megjegyzendd, hogy ebbdl is latszanak a

parcialis derivaltak kommutécids tulajdonsagabol folyd szimmetriatulajdonsagok, mint az

S, -VVf-S, =S, -VVf-S )
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Ugyanugy, ahogy az (V.13) Osszefiiggésekkel kifejezhetok a Jacobi-matrixok
komponensei, az (V.25) azonossagokkal kifejezheték az (V.21) Hesse-matrixok
komponensei:

Su ’ vvf : Su + Suu ’ Vf Su ’ vvf ’ Sz) + Sm,r ’ Vf

H =
f S,-VVf-S,+S,, -Vf S, -VVf-S +8,-Vf

1, fe (Ii,yi,xj,yj) (V.26)

A Jacobi és Hesse matrixok (V.14), (V.26) alakjat a (V.24) egyenletbe helyettesitve,

megfeleld atrendezések utan (D melléklet) a végeredményt kapjuk:

Vy, -P-Vy, —Vz,-P-Vy,
2| B gy P.Ve Vi, -P.Ve |
i = Ak, — & i iV i (V.27)
Y _Vy - Q-Vz, Vi,-Q -V | T
Az (V.27)-ben szerepld tenzorok elemi tenzorokbol épithetdk:
P:“11(U+T),,- +a12(U+T>U 7(U+T)w V.28
Q=0 (U+T) +a,(U+T) —(U+T) (V.28)

Yi Y;

(V.28)-ban az a,y,a;5 = ayy,0y, értékek az A, (V.16) szerinti komponensei. Végiil az elemi

tenzorok (a D melléklet alapjan):

U, = [n] -V [n]

bi V.29
T, = (7 -n)[n-([n] V) [n] (V:29)

g A ik e g L

fe (mi,yi,mj,yj>, és a az A, matrix komponenseinek kozos osztdja: ¢ = |innVyl.| .

Végeredményiink a vetitési fliggvények ¢és a megfigyelt feliilet masodrendli invarians
mennyiségeit tartalmazza szétvéalasztva. Az U tenzorok a vetitési fiiggvényeket, a T
tenzorok a megfigyelt feliiletet masodrendben approximaljak.

V.3.4. A kvadratikus transzformacio mennyiségeinek szamitasa racson
Level Set alkalmazasokndl az (V.29) mennyiségeit fix térbeli racson szamitjuk ki az
fe (mi,yi,mj,yj> vetitési fliggvényekre.

Az (V.29) f gradiensek komponensei a standard bazisban:

fX fXX fXY fXZ
Vf = fy 5 VVf = fXY fyy fyz (V3O)
fZ fXZ fYZ fZZ
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T
Ha a normal egységvektor komponensei n = [nj( ny  ngy| , akkor kereszttenzordnak

komponensei:
0 7”2 TL};
[n]X = ny 0 —nyg (V.31)
—ny Ny 0

O[n] 9[n] 9[n]
ax > oy ° oz ¥

Gradiensének harom derivalt komponense (komponens matrixai):

(V.31) komponenseinek megfeleld derivaltjaibol allo matrixok. Ezeket a matrixokat balrol az

n’ = [”X ny Nz | sorvektorral szorozva az n - ([n]x V) matrix oszlopait kapjuk.

V4. A kvadratikus transzformacio eredménye (illusztraciok)

Az eredmények vizualizdlasahoz a szokdsos objektumokat hasznaltuk. Az 6sszes bemutatott
illusztracidhoz a feliiletek implicit modon, Signed Distance fiiggvénnyel adottak. Elsoként
(V.2. abra) nagy tavolsagokig gomb és torusz kozelitéseket mutatunk be, a térusz kozelitését

elliptikus és hiperbolikus pontjaban is.

V.2. abra: Térusz és gomb kozelitése. A j. kamera az érint6sikkal parhuzamosan néz, igy az érintdsik egy
vonalként jelenne meg a képeken. JO1 megfigyelhetd az intenziv perspektivikus hatas is.

64



A maésodik sorozaton a gorbiiletek megjelenitéséeért felelds T, tenzorok nullara allitasa

mellett Osszehasonlitjuk a projektiv. homografia és annak maésodrendii kozelitése (a

kvadratikus transzformacioval) eredményeit (V.3. dbra).

V.3. dbra: A projektiv homografia, és masodrendl kozelitése. Az adott intenzitdsu perspektiva mellett a
kiilénbségek elhanyagolhatok.

Végil a kiilonb6z6 transzformaciok (linearis, projektiv, kvadratikus) 0Osszehasonlitasa

kovetkezik a V.4. abran.

V.4. abra: Az i. kép adott részletének kozelitései a j. képen: linearis (affin homografia), projektiv homografia és
a kvadratikus transzformaciokkal.

Figyelemre mélto a torusz kvadratikus kozelitésével kapott transzformacid kétértékiisége. A

képrészlet széleinek képe a torusz taloldaldra mutat. Ez a probléma a gyakorlatban egyszertien

kezelhetd: a transzformalt pontokon koézéprdl indulva spiralisan kifelé kell haladni, és ha

olyan pontra értiink, ahol mar kordbban jartunk, az eldzdleg talalt (pixel)értéket kell

figyelembe venni.
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V.S. Kvadratikus transzformacio egy alkalmazasa

A bemutatott kvadratikus transzformaci6 minden olyan esetben alkalmazhatd, amikor
képrészletek kozotti megfeleltetés szolgaltat valamiféle — altaldban hiba jellegli — mérészamot
[66]. Tipikus alkalmazés a sztere6 vagy tobbkameras rekonstrukcid, ahol leggyakrabban az
affin homografia kapcsolatot hasznéaljadk. Ez az V.1.3 fejezetben részletezett esetekben
elégtelen lehet. Az el6z6 fejezet illusztracidi alapjan elvarhatd a nagyobb robusztussag akar a
projektiv homografiaval Ssszevetve is'®. Az elmélet igazolasara a Feugeras és Keriven altal
bevezetett [46,67] variacios, tobbkamerds rekonstrukciot valasztottuk, amely a Level Set

modszerrel kombinalva kovetkezd hasznos tulajdonsadgokkal bir:

e Automatikusan kezeli a lathatosagot: csak azokat a kameraparokat veszi figyelembe a

megfeleltetésnél, amelyek az aktualis (evolvalodo) feliilet esetén az adott pontot latjak

e Automatikusan regularizal: az egyenletek tartalmazzdk a simasagi tagot, ha egy
feliileti pont nem latszik egyetlen kamera paron sem, ott az evoluciot az atlaggorbiilet

vezérli (mean curvature flow)
e Koveti a topoldgia valtozasat

e Korrelalatlan részleteknél az evolvalodo feliilet mindig zsugorodik, ezért a hattér (az

aktualis feliileten kiviili objektumok képe) nem zavarja a folyamatot

Ugyanakkor, mivel csak képek alapjan dolgozik, robusztus megfeleltetés sziikséges: ha az
aktualis feliilet egyszer egy rekonstrualand6 objektum belsejébe keriilt, akkor az objektum
mar hattérobjektumnak mindsiil. Ezt a folyamatot valés térbeli informacié nélkiil mar nem
lehet megallitani. Ha a textirazottsag kedvezdtlen, pl. ismétlédé mintazat, nagyobb homogén
foltok, akkor csak a megfeleltetési teriilet méretének novelésével biztosithatd a robusztussag.
Itt meriilhet fel a kvadratikus transzformécié sziikségessége.

Elészor tehat e modszer rovid ismertetésére tériink ra: egy tetszélegesen paraméterezett
(V.7) szerinti feliiletre definidlunk egy, a teljes feliileten értelmezett feliileti hibaintegralt. A
hibaintegral szerkezetére nézve megkdveteljiik, hogy magaba foglalja a feliilet érintdsikjat is,

mert ennek figyelembevételével létesitiink megfeleltetést a képrészletek kozott:

E(S,n) = [ ®(S(u).n(u))[s, xS, |du (V.32)

1% Ahol a lyukkamera modell nem alkalmazhato, ott le is kell mondanunk a homografia (affin és projektiv is)
hasznalatarol. Mivel a vetitési fliggvények ismerete nélkiil, a tér viszonylag kevés pontjanak leképezése alapjan
(kalibracio ritka racson) a fiiggvény masodfoku kozelitése elegendd.
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Ez egy eléggé altalanos feliileti integral, ,,plug in” Lagrange fliggvénnyel. A funkcionalhoz
rendelhetd Euler-Lagrange egyenletek masodrendii parcialis differencidlegyenletek. Az Euler-
Lagrange egyenletek feliiletevoliiciohoz haszndlhatdé normalirdnyt komponense, a ,,normal
flow” egyenlet formailag teljesen megegyeznek az el6z6 fejezetben, sikgorbére levezetett

(alternativ) (B.4) egyenlettel. A gyakorlatban [47] ennek elsOrendli valtozatat hasznéljak (az
s, x8,

= h jeloléssel):

B =h|® -n+(®—®, -n)div(n)] (V.33)
a [ szolgal a problémahoz rendelt (I1.8) Level Set egyenletekben a normaliranyu sebesség
mértékéiil. Ha Level Set fliggvényként az eldjeles tavolsagfiiggvényt: 19(8,7') hasznaljuk,

akkor a feliiletevolicio egyenlete a h =1, n = Vv, dz’v(n) = AvY (ahol A a Laplace
operator) helyettesitéssel:

v
52%-%9—#((1)—@11-%9)&9 (V.34)

S < 9(0)
Az eddigi altalanossagban is igaz Osszefiiggéseket a ® Lagrange fiiggvénnyel specializaljuk

sztereo problémava:

fm I (% + 8 ) 1 (3 + B (A, ) dW,

3

- fvz 2 (x, +Axi)dxifm 2(x; +F,(Ax,))dW,

®(S,n) =>"1-NCC, = >"|1

3

Az (V.35)-bena ) arra utal, hogy 0sszegzést végziink az 6sszes olyan kamera parra (vagy
azok egy részhalmazara), amelybdl a nézett feliileti pont latszik. A normalizalt

keresztkorrelacio: NCC,; a megfigyelt pont i, j vetilletének kicsiny kornyezetei — a
képrészletek — kozott szamolt. A W, korrelacios tartomany az 7 vetiileten definialt, ennek

képe a j vetiileten az F; (W- ), amely minden, a tartomanyba esé Ax, ponthoz annak

7

Ax; = F; (Axi) képét rendeli. A Feugeras és Keriven altal bevezetett eredeti modellben
lyukkamera feltételezése mellett az F; -t affin homogréfidval (linedris transzformacio)

kozelitik. A modszerek 0Osszehasonlitdsara ugyanazon koriilmények mellett, csak a

megfeleltetés modjaban eltérd (tehat lyukkamera modell szolgaltatta leképezés linearis, illetve
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kvadratikus kozelitése) feliiletevoluciot végeztiink'’. A szintetikus adatok hasznalata lehetéveé
tette a hiba objektiv mértéke: az evolicioval adodo megoldasfeliilet és a rekonstrudlandé

objektum pontjainak térbeli tavolsaga alapjan vald 6sszehasonlitést.
A kvadratikus transzformacido képletei miatt — most a Lagrange fliggvény a

o = <I>(S, n, nV) alakot Olti — a gorbiilet jellemz0 mennyisége is megjelennek a Lagrange

fliggvényben, de a (V.34), (V.35) egyenletek szerkezete is valtozik a ®g és P, gradiensek

megvaltozd formuldi miatt.

V.5.1.  Tesztkoriilmények és teszteredmények

V.5. abra: A szintetikus objektum két nézetben textira nélkiil, mesterséges texturaval és a kiindul6 allapot: a
vizualis burok.
A tesztelés inputja egy szintetikus objektum (V.5. abra). Textirazottsaga kedvezotlen,
gorbiileti viszonyai valtozoak, jelentds gorbiiletii részletekkel. A 400x300 pixeles felbontasu
képeken 15x15'%-6s korrelaciés ablakot hasznaltunk. A Level Set racs térbeli felbontisa
80x80x80, a racsméret sszemérhetd az objektum finomabb struktaraival. Az inicialis alak az

objektum vizualis burka.

A rekonstrukcio megallitasahoz csak a keresztkorrelacidos hiba teljes feliiletre vett
integralja szolgaltathat mérészamot (mas mértékre nem tamaszkodhatunk). A rekonstrukciot
befejezettnek tekintjiikk ennek minimumanal. A rekonstrukcio végeredménye (V.6. ébra) jol
mutatja a vart kiilonbségeket. A nagy gorbiiletii részleteket a linedris transzformacié nem
tartotta meg. A szintetikus objektumhoz térbeli adatok is rendelkezésre allnak. A
végeredmények eszerinti vizsgalata alapjan is jelentds kiilonbséget tapasztalunk, de a
legfontosabb kiilonbség mégis az, hogy az objektiv mérédszdm a linedris transzformacid

esetében még romlott is a kiinduld allapothoz képest (V.1. tablazat). Megjegyzendd még,

' Szigortian véve a kvadratikus egyenletekhez (ij Euler-Lagrange egyenletek is tartoznak, de az ezzel jar6
bonyodalmak elkeriilése végett feltételeztiik az amugy is kozelitd (V.33), (V.34) egyenletek érvényességét.
'8 Kisebb korrelacios ablakkal a végeredmény jellege nem valtozik, de a sziikséges iteracio szam nagyobb.
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hogy a keresztkorrelaciés mértékek egymdéssal nem Osszehasonlithatok, mert masképpen

szamolddnak a linedris ¢€s kvadratikus esetekben (ezért van eltérés a kezddallapotok
mérdszamai kozott).

V.6. abra: A rekonstrukciok végeredményei: linearis megfeleltetéssel a jobb oldalon, kvadratikus
megfeleltetéssel a bal oldalon.

Atlagos
Tipus Allapot | @ atlag | abszolut
eltérés
linearis kezd6 | 0.0393 | 0.040
kvadratikus | kezdé | 0.0337 | 0.040
linearis vég 0.0116 | 0.057
kvadratikus | vég | 0.0084 | 0.017

V.1. Tablazat: Teszt rekonstrukcio eredmények

A kétféle modszerrel végzett rekonstrukcid eredményei ugyanakkor nem tértek el egymastol

amikor az objektum nem tartalmazott extrém nagy gorbiiletli részleteket (V.7. abra).

V.7. dbra: Egy gyakran hasznalt objektum rekonstrukcidjanak fazisai.
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VI. Tézisek

Az értekezésben a varidcidoszamitas alkalmazasanak példait lathattuk a gépi latas néhany
fontos teriiletén. Ezekhez kapcsolodnak az értekezés tézisei is, az optikai dramlas, az aktiv

konturok és a 3D rekonstrukcio teriiletérdl.

VI.1. Tézis 1: A variacios keresztkorrelacios optikai aramlas egyenletei

és alkalmazasuk

1.1  Bevezettem a normalizalt keresztkorreldcios adattagot sziirke arnyalatos és szines
képekre varidcios keretek kozott. Levezettem a lokalis integral Euler-Lagrange egyenleteit, a
lokalis integral egyenletei alapjan felirtam a normalizalt keresztkorrelacids funkcional Euler-

Lagrange egyenleteit.

1.2 Kidolgoztam a normalizalt keresztkorrelacids adattagot tartalmazo optikai aramlasi
egyenletek gyakorlati alkalmazasahoz a kozelitd, linearizalt numerikus egyenleteket, ehhez
els 1épésként az analitikus egyenletek kisméretli korrelacios ablakra vonatkozd kozelitd
formulajat hataroztam meg. A kozelité analitikus egyenletbdl kiindulva kidolgoztam a

linearizalt numerikus egyenleteket.

1.3 A tézisben ismertetett eredmények validalasiara és gyakorlati alkalmazésara
szoftverkomponenst fejlesztettem, amellyel elvégeztem az intenzitasvaltozas-tlirési ¢és
numerikus pontossagi teszteket a szakirodalombol ismert kdvetelmények szerint.

Fontosnak tartottam a megbizhatdé matematikai megalapozast, a numerikus formuldhoz
vezetd kovetkeztetéseknél a jol beazonosithatd 1épések sorozatat. A moddszert és a tesztek

eredményeinek publikacioja megtortént [S1,S2,S3,S5,S6].

VI.2. Tézis 2: Lokalis régio alapu aktiv kontur bevezetése, javaslat

Lagrange fiiggvényre, a hasznalhatosagi tartomany Kiterjesztése

2.1 Bevezettem a gorbe menti lokalis régiok fogalmat szegmentacidos célra, ezaltal
lehetové valt a képjellemzok statisztikai értelmezése nyilt és zart gorbékre egyarant.
Javaslatot tettem a lokalis régiok szétvalasztasat lehetévé tevd statisztikai értelmli Lagrange

fiiggvényre.
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2.2 Két iranyban tovabbfejlesztettem az  alapmodellt. El8szor, masodrendl
gorbeillesztéssel lehetdvé valt nagy gorbiiletli részek pontos kozelitése, ezéltal a lokalis
integralasi régio méretének novelése a szeparalé gorbe mentén. Masodszor, definidltam az
optimalis méretli (alak(l) integralasi tartomanyt, amely maximalizdlja a lokalis régiok
elkiilonitésének mértékét, novelve a moddszer precizitasat. Bemutattam, hogy ez utobbi
probléma lokalis variaciészamitdsi probléma. Javaslatot tettem a tovabbfejlesztett modell

statisztikai értelmii Lagrange fliggvényére.

2.3  Felirtam a modellekhez tartozé Euler-Lagrange egyenleteket és a Level Set
egyenleteket. Kifejlesztettem az eredmények gyakorlati alkalmazasat lehetévé tevd
szoftverkomponenst. A szoftver szolgaltatta eredményeket gyakorlati példara alkalmazva, az
el0szegmentalasi modszer eredményeinek javulasa allapithatd meg, szakértéi szegmentalasi
eredményekre tdmaszkodo dsszehasonlitasban.

Megbizhaté matematikai alapon nyugvd, gyakorlatban jol hasznalhato mddszert kaptunk
eredményiil, amely 06tvozi a régid alapu (statisztikailag értelmezhetd mennyiségek) és a
lokalis mddszerek (gyorsasag) elényeit. A modszer és az eredmények publikdldsa megtortént

[S7,510].

VI1.3. Tézis 3: Képrészletek kozotti kvadratikus megfeleltetés
(transzformacio) formulajanak levezetése, az eredmény megadasa invarians

mennyiségekkel

3.1 Felirtam a képrészletek kozotti lineéris transzforméciot invaridns mennyiségekkel,
ezek a vetitési fliggvények gradiensét és a megfigyelt felillet normal-egységvektorat
tartalmazzak. Levezettem a képrészletek kozotti kvadratikus transzformacid egyenleteit
paraméteres formdban. Levezettem a kvadratikus transzformacid egyenleteit invaridns

formaban.

3.2 Megadtam a kvadratikus transzformacié mennyiségeinek kiszamitasat lehetévé tevd
gyakorlati szadmitasi lehetdségét konstrukcioval, amely pl. véges elem modszerekhez
hasznalhat6. Megadtam a kvadratikus transzformacié mennyiségeinek kiszamitasat fix térbeli
racson a Level Set modszerekhez. Az eredményeket alkalmazhatosagat egy tobbkameras 3D
rekonstrukcids modszer implementaldsaval, a modszerrel végzett Osszehasonlitd teszttel

ellendriztik.
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3.3 A kvadratikus transzformacié analizisével tisztaztam az affin és projektiv
homografidkkal valé kapcsolatat, tovabba egy olyan alkalmazason keresztiil igazoltuk
hasznossagat, ahol a szokasos affin és projektiv homografidknak kedvezoétlen (nagy gorbiileti
részletek, gyéren textirazott modell) input adatok 4alltak rendelkezésre. A kvadratikus
transzformacio lehetdvé teszi a képrészletek tartomanyanak kiterjesztésével a megfeleltetések

pontossaganak, €s igy az erre alapoz6 mddszerek robusztussaganak novelését.

A kvadratikus transzformaciéo lehetévé teszi a képrészletek tartomdnyanak
kiterjesztésével a megfeleltetések pontossdganak, ¢és igy az erre alapozd modszerek
robusztussaganak novelését. Az eredmények publikalasa megtortént [S4,S8], benyujtva:

[S9*].
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Mellékletek

A. Keresztkorrelacios adattag Euler-Lagrange egyenletei

Az alabbiakban a keresztkorrelacids adattaggal és standard simasagi taggal adott (II1.7)

funkciondlbol szarmaztatjuk a (II1.9) — kozelitd — Euler-Lagrange egyenleteket. Feltessziik,
hogy a keresett fliggvények analitikusak, a C_ fliggvényosztaly elemei, és Taylor soruk
legalabb véges tartomanyban mindenhol konvergens.

Elészor, az elvek konnyebb megértése végett a legegyszerlibb, egy ismeretlen fiiggvényt
tartalmazo, egydimenzios esettel foglalkozunk. Lagrange fliggvénynek egy lokalis integrallal

adott format valasztunk:

b (x

u) = f rij(u(g),g)dg]dm (A.1)

a r—p

Itt z € [ ] ¢ e [a: - p,x+ p] és 2p < b — a az ablakméret. A funkcional elsé variacidjat

a h(é) probafiiggvénnyel képezziik, amelyre az ismeretlen fiiggvényre kirott megkotés

(analitikus) érvényes:

fu—i—ah }

a

T+p

[ L(u(€)+eh(¢),€)de i

T=p

(A2)

Az extrémum létezésének sziikséges feltétele:

b (z+p jel b (z+p
i =0= oL u = oL
oF = 5_0_0_[ prau( (5),§)h(§)d§]d ‘[xfp_a hdg]d (A3)

(Ett6]l a ponttol kezdve a fiiggvények argumentumanak jelolését az egyszeriiség kedvéért

elhagyjuk, ahogy az utols6 egyenldségjel utan lathat6.) A probléméat most az jelenti, hogy
(A.3)-ban a probafiiggvény a lokalis integral alatt van: h = h(f). Mivel azonban

feltételezésiink szerint minden pontban analitikus, ezért tetszdleges z koriil sorba fejthetd:
1 2
h(€)=h{z)+h'(z)(¢—2)+ Eh”(ﬂf)(f — ) +..., ahol a probafiiggvény és derivaltjai

mar az x pontban adottak. Behelyettesités utan kapjuk:

(n .L+p

§F = fZ f E—u ”@dg]dx_o (A.4)

anO
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Az (A.4) alakra mar elvégezhetok a sziikséges parcialis integralasi Iépések, ha a

probafiiggvényre €s derivaltjaira kirdjuk a szokésos peremfeltételeket:
h(a)=h(b)="h'(a)="h'(b) =h"(a)=h"(b)..=0 (A.5)

Az (A.5) figyelembevételével elvégzett parcialis integralasi 1épések utan marad:

]4 0 (A.6)

=0 (A.7)

b
[rn| SR
= A U
a T—p
Amely a varidciészamitas alaptétele alapjan a

(U @

n! de

(=1)" gn [} WL
¢ nl J(&=2) o™

mfp(g )

T=p

z )71 aL

L ¢

Euler-Lagrange egyenletekre vezet. Megjegyzendd, hogy a) altalanosabb esetben a lokalis
integralas hatarai is lehetnek fliggvények: p = p(:l:), ¢s a hatarok nem sziikségképpen

szimmetrikusak, b) az (A.l1) helyett valaszthato az ismeretlen fiiggvény derivaltjat is

tartalmazo altalanosabb:

-

a

Tpr §)d§]d (A.8)

r=p

funkcional, amely a kovetkez6 Euler-Lagrange egyenletre vezet:

oo (_ )71 d” T+p 0 OL d T+p Y
X:: n! dg" ,fp(é_ )—dé—afp(é— )a—df =0 (A.9)

Masodszor, az tekintsiik az egy ismeretlen fiiggvényt tartalmazo, kétdimenzidés esetet. Az
egydimenzids esethez analog modon a kétdimenzios tesztfiiggvényt vissziikk ki a lokalis

integralok elé:

( 1>n+m a”+m

nlml amnaym

J (&) (n-v)" Graw

2.2
=0 =0 wiz)

[ (zy) :

Q

’m —0 (A.10)

A szogletes zardjelben szerepld kifejezésnek kell azonosan nullanak lennie tetszdéleges

h (a:, y) mellett'’.

Végiil a normalizalt keresztkorrelaciés egyenletekhez tekintsiik az:

1 Téglalap alakt tartomanyra ez trivialis, a kett0s integral kétszeres integralld alakitasaval, tetszéleges
tartomanyra a Green tétel segitségével bizonyithato.
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E(u0) = —{[%fwlofldw]d %{(u“’ +ul + 02 + 02 Ji0
o) = ([ raw [ raw

Funkcionalt, ahol az N (u,v) a normalizalé tényezd. Az el6z0 esethez képest annyi a

(A.11)

valtozas, hogy az elmozdulas mez6 két ismeretlen komponensét két fiiggetlen ch és dg
fliggvénnyel varidlva két (fiiggetlen) egyenletet kapunk. Elvégezve még a lokalis integralasi

valtozok konverzidjat a lokalis, (téglalap alakt) integralasi tartomany kozepére: £ —z — &,
n —y — n helyettesitésekkel, figyelembe véve, hogy [, figgetlen az elmozdulas mez6tol,

tovabba I,, = I,,, I,, = I, , az Euler-Lagrange egyenletek:

( )'n+m 6n+m l f ]]dW

’2”22 nlm! awnaym N f I2d f ] éwnmd[/v7j‘WI(]]]_chn’r]mdw/ :a(u.m +Uw)
(A.12)
o (<) g |y [ [ BEdW y
fgnz; n'm' a ”6 o ]_V f]2de lyg dW fI] 5777 dW :O‘(UerUyy)
Az (A.12) bal oldalanak els6 kozelitései (2 € (x, y) ):
f 1,1, dW
b = f 2w f LI, dW f I1, dW (A.13)
A ,bilinearis” tagokig bezarolag:
f 1,1, dW
ks = f 2aw f LI dwW ffWIUIIZdW
911 f 1,1, dW
C9z| N f 2w f L1,Ldw f I, &dW
(A.14)

I Ldw

52 f 1,1, dW
dxdy | N f 124w

fW L1, &ndW f I 1 EndW
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B. Lokalis koordinatarendszer Euler-Lagrange egyenletei

A minimalizalandé funkcionalt &ltaldnos paraméterezéssel adottnak kell venniink, mivel az

ismeretlen fiiggvény varidlasakor nem tamaszkodhatunk az ivhossz szerinti paraméterezésre.
Az ,ivhossz” ds = |rt |dt = hdt, itt bevezettik a h = |rt| = m jelolést. Ekkor
minimalizalando:

f o(r ))hdt (B.1)

A kovetkezd differencialgeometriai sszefiiggéseket fel fogjuk hasznalni (a gradiens képzést a

d 0
nem szokasos o oo stb. mddon jeloljiik, mert ez jol mutatja a ldncszabaly hasznalatat):

1
1. Azegységtenzor: I = ee + nn, ahol e = Ert

1 dh @r
h3 L, és —- dt dr, tt

2 @_lr il il —
. dr—ht,letVedrh—

t t

3. Ha egy valos értékit f fuggvény explicit modon fiigg r-t6l és e-t6l, akkor

df _ of +3f
dt  Or i Oe
d1 1 1 1 1
4. €= [dth +Ertt 0 rtt_ﬁ(rt' tt>rt Zz[rﬁ—ee rtt] (I—ee) Ly

crer

. 1
(1 -1, )r, = (e x, )e =ee 1,  tovabba 1. szerint e, = Pl

5 do |41 -l-ll—ll—irr —l(I—ee)—lnn felh Altuk 2
o drh 3 L h2tt_h _h R elhasznaltu .

t

eredményeit és 1.-et
6. n'r,=0=n-r, =-n,-r,,ésn-e =-n,-e
7. Ha az r, dualis bazisvektorat r'-vel jeloljiik (azaz r, -r' =1, és iranyuk is egyezd),

. 1 , 1
akkor definici6 szerint: div(n) =1’ -n, = 5 €, vagya 6-bol div(n) = &
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(B.1) szélsoértékeének sziikséges feltétele szolgaltatja a probléma Euler-Lagrange egyenleteit:

pO% _d|0% de  gdh|_ (B.2)
Or t{ de Or, or,
0P 0P 0 0P 0 0
Bevezetjika —=®, , —=®,, —— =9, —— = @ jeldléseket, a (B.2) bal

or 7 e € de Oe €’ dr e

oldalan azonos atalakitasokat végziink:

d

L= e = he, - =
dt

8r dt| de Or, Or,
= h®, ( T, + P, - ) m — o_ - (nthrnnt)f(‘I)r r, +®, e f) e — Oe,
:h(@r—@r-ee)—(h@er-e—i—@ee-et)-nn—@)e-(ntn—i—nnt)—@e-ete—@et

e [a@ de dh

B, mn+ &1, | = ho, —i(i)e-nn—i-@e)
h dt

A lancszabdly intenziv alkalmazisa mellett az elsé sorban felhasznaltuk a 2. 3. és 5.
Osszefiiggéseket. A masodik sorban a 3. dsszefiiggést, a harmadik sorban csoportositottunk.
Az Euler-Lagrange egyenletek normdl vektor iranyi komponense szolgéltatja a ,,normal

flow” sebességértékét. A fenti egyenletekbdl n -nel vald skaléris szorzéassal kapjuk:

(<I> -, -ee)f(hfber e+ P, ~et)-nnf<1>e -(nthrnnt)f(I)e ~etef¢>ef}-n

=h®, -n—-im-¢ -e—n-d -e —P -n —Pe, -n

= h[@r n—n- @er e+(1>div(n)}fn~<l>ee e, —d_ -n,

= h[(@r -, -e)-n—i—(@—@e ce+n-P -n)div(n)]

Itt a masodik sorban felhasznaltuk, hogy e-n =0 ¢és n, -n = 0, a negyedik sorban pedig,
hogy tetszOleges v vektorra fennall, hogy v-n, = h(V : e>div(n), amely komponensekre
bontassal lathat6 be, illetve v-e, = h(V : n)div(n) , a 7. felhasznalasaval. Végeredménylink
a normaliranyt komponensre tehat:

B=h[(® ~,-e)n+(2-0, -et+n D, n)div(n) (B.3)

Az elsérendii kozelitd egyenlet:

+(® -2, e)div(n)] (B.4)

Erdemes még a normal, és az érintd egységvektorok kozotti egyértelmii kapcsolatbol

kovetkez0  azonossagok: a) P,-e=® -n, b) P, -e=P -n ¢ ¢
n-® -n=-n-® -n alapjana (B.3) egyenletet alternativ moédon megfogalmazni:
8= h[(@r ~ ¢, n)n+(®-0 n-n-d -n)div(nﬂ (B.5)

A (B.5) alak megegyezik a 3D rekonstrukcié Feugeras-Keriven altal kidolgozott

egyenletekkel atrendezett forméban.
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C. A kvadratikus transzformacio paraméteres egyenletei

Az inverz transzformacio: a (V.22) behelyettesitése (V.19)-be, a tagok 6ssz-hatvanykitevoi

szerinti csoportositasaval:

d p Oz, n T T d Oz, n O,
CE,, = CE — D~ — D~ Q- — (-
13 13 au pll/ an pU yL au qlL 8’[} qU
5| O, Oz, 32% 9 32% 82% 9
+—dIL -—qa; +—(ID + 2 + PPy + p;
ou ov ou? oudv Ov?
ded Oz, N Oz, N 82I7- N 82x7. ( N ) N 8211.
13 yL 8” u 8/0 v 8u2 plbqll/ 8”8’[} pll/ql) pUqlL 81}2 pUqU
1 oz, oz, 9%z, 8%z, 8%z, .
+_d?/z'2 —b, +—0b, + Zq721+2 —q;q; + qu +03(d:r7;,dy7;)
2 ou ov O oudv 2
y Dy, dy, dy; €D
dy, =dz,|—ZLp +—Lp |+dy |—Lq +—Ltg.
y7, (3 8 pu an p?} yl au q?l, a’U q?,
1 dy, dy, 0%y. 0%y, 02y,
tode? | D + g DY 9 TV, O
2 ou ov ou? dudv ov?
Oy, Oy, A%y, A%y, 0%y,
+dz,dy, i% + icﬁ + & Py t “ (pzlqﬁ + p@qﬁ) + 2 P54
ou ov ou? Oudv o
1 Jy. Oy, 8%y, A%y, 8%y, .
dody |y, Dy ZYp 9 T D2 g (da,, dy, )
2 ou ov ou? Oudv Ov?

A tovabbi, dz,""dy," , m +n > 3 tagokata o’ (dxi, dy; ) jeloli. Ezeket elhanyagoljuk. Nullara

rendezve az egyenleteket, a kiilonbozd differencidlok egylitthatdinak kiilon-kiilon is nullanak
kell lenniiik, egyébként nem lehetnének tetszdlegesek.. Felhasznéljuk az (V.10) és (V.21)
jeloléseket, tovabba attériink tisztan matrixos jelolésre: a w - H - z alaku kifejezések matrixos

Hll H12

HZl H22

2 2

jeldlésrendszerben a megegyeznek a [w, w, | alakokkal,

., , vagy [wl wQHH] :,

azaz vagy a pontot hasznaljuk, vagy pont nélkiil transzponalassal fejezziik ki ugyanazokat a

szorzatokat (de ilyenkor az egyértelmiiség miatt ezt zarojelbe helyezéssel jelezziik):

[l ]
e o W o B A A A e ) ol
pﬁ 0 qﬂ 1 aﬁ pﬂ
[pﬁ pﬂHH%} P,
. e wllm ], ST DA LA
W = | = | =1
o o llB ] ) 7 n][m, |

78



ag ¢ ||dz;
.y i du P q; ||dz, [dwi dyi] c. b ||ldy. )
Az (V.22) matrixos formaban: = * J "I+ 2 v J "11, behelyettesitve
Py 4q Y; a- C- T,
v v 1 d ) d ) v v 1
[ " y[} ¢ by || dy;

az ismeretlenekre kapott fenti kifejezéseket, kisebb atrendezés utan adodik (V.23). A leirtak
vilagosan mutatjak a masodrendli transzformacio levezetésének elveit (C.1) alapjan, de sok

szamolassal jarnak. Egyszer(ibb uton is eljuthatunk ugyanehhez az eredményhez. Induljunk ki

d J d 1 dll ) H-'L'- ) dll . . . .
a (V.20) egyenletrendszerbdl: ax; = J; - au +§ du - Hyi dul €8 fejezziik ki a jobb oldal
. 1|da-H_-du
linearis részébdl a du vektort: du = J;° | dx; — 2ldu-H. . du|| € végezzink el a jobb
u-H, - du

oldal masodrendii kifejezésén véltozé transzforméaciot: du = J;'-dx, = dx, - J; T

Behelyettesitve az el6z6 egyenletbe:

(C.2)

Eppen (V.23)-t kapjuk.
Most ratériink a kamerak kozotti transzformacio levezetésére. A 7 kamerdra nyilvan

fennall a (C.2)-vel megegyezo:

(C.3)

A bal oldalak egyenlOsége alapjan (ugyanazt, a feliileten du vektorral mért elmozdulast

figyeljiikk meg az i és j vetiileteken) irhato:

N dx].-(J]fT-Hmj -J;l)-dxj P dx, (37 H, 3,
T 2 (97 m, 3 U 2l (3T H, ),
L [ax, (37 B, 371 dx, ax; (3,7 H, 31 dx,

B = IA0 By dx, (377 H, 37 d, Ty dxj.(JjT.Hy 'le)'dxj

A du=J'dx; = J;'dx,; azonossighol a dx; -(J]‘-T H, -J]‘-l)-dX- = dx, -(J{T'Hm7 I

j )
és dx;-(I7T M, 3] ik = dx, (377 H, -37N)-dx, tovabba a JJ;! éppen az A,

addodik:
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T dx.

.J;l). . A
-J;l)-dx, (C.4)

3

(

dx,i (

J7-H,
T
i Hy]

Végeredményiink tehat a (V.24). Fontos megjegyezni, hogy ugyanez a végeredmény

szarmazik abbol a megfontolasbol, ha a j vetiilet masodrendii kozelitésébe:

2 2 82

de, = 9% gy 4 Qi gy + 1| 5 g2 4 9 00 gy 4 00 g2
" Ou Ov 2| gu? udv o2 Ly N ..
P P (o2 o2 e helyettesitjiik kozvetleniil a
dy, = i+ Dy + 2| g2 1 22V gudy + 2 a2
© Ou ov 2| 9u? Oudv v

kozelitd inverz (C.2) eredményét, és ugyanazokat a megfontolasokat tessziik a kiilonb6zo

Osszesitett hatvanykitevéji differencidlok egyiitthatoira, amelyeket az inverz levezetésére

soran tettiink, tehat a dz;"dy,", m +n <3 tagokat megtartva, a differencidlok szerinti

nullara rendezés utan az egyiitthatokra kiilon-kiilon is kirojuk a zéro feltételt.
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D. A kvadratikus transzformacio invarians egyenletei
A (C.4) egyenletrendszerben szerepld kvadratikus mennyiségek formailag megegyeznek:
J;T 'Hf 'J;17 fe (%waﬁj,yj) (Dl)

Ugyanugy jarunk el, mint azt a linearis transzformécié formuldjanak levezetésekor tettiik: a

kifejezésbe helyettesitjiik a térkoordinatak szerinti kozvetett fliggést megjelenitd (V.14) és

(V.26) mennyiségeket:
DQ Sv ’ Vy1 _SH ’ vy7 S71 ’ vvf ’ Su + Sm: ’ Vf Su ’ va ’ Sw + Sm,r ’ Vf Sw ’ Vy7 _Sw ’ VI7 (D 2)
-S, -V, S, -V |[S,-VVf-S, +S, -Vf S -VVf-S +S -Vf|-S,-Vy S, Vz '
. : 1 :
(D.2)-ben az (V.16)-ban bevezetett determinans reciproka: D = m (V.17) szerint.
i
Végezziik el a matrixok 6sszeszorzasat:
S, Vy, —S,-Vy|[Vy-(S8S, VVf-S,—8S8,-VVf-S,) Vz (S8, -VVf-S S8, -VVf-S,)
-S,-Vz, S, Vg, ||Vy -(SS, VVf-S,—8S -VVf-S,) Vg (S8, VVf-S —S8,-VVfS,)
S, Vy, —S,-Vy|[Vy-(S,VfS, —S.VfS,) Vz-(S,Vf-S,—SVfS,)
_Sv ' VI’L Su ' V‘Z’i vy1 ! (Suvf ' S’I}IL - Suvf ' Sw) VI’L ' (Suvf ' S’I}U - S'va ' S’I}IL)
S’USU ' Wf ' S’ILS’U - S’ILS’IL ’ Wf ’ S’l)S’l) SUS’IL ’ Wf ’ S’l)S’l) - S’I}SU ' Wf ’ SUS’U v
' ' _S’I)S’U ' Wf ' S’ILS’IL +S’ILS’U ) Wf ) S’I}SU ' ' ] ' _S’ILS’U ’ Wf ’ S’USU +S’I}S’l) ’ Wf ’ SUSU ' y]
v _S’US’IL ’ Wf ’ S’ILS’U + S’ILSU ' Wf ' S’l)S’U v _SUSU ' Wf ' S’I}S’U + S’US’IL ' Wf ' S’ILS’U v
Y'lss, -vvr-sS, —S8, - Vvf-SS, | v Vi|SS, VVf-SS,—SS, VVf-SS, |
S’va ’ SUUSU - Suvf ’ SU’USU v Suvf ’ SUUSU - Sl/vf ’ SUUSU
i . _Sllvf ’ SUUSU +Suvf ’ SUUSU . ' ' . _Suvf ’ S’UUSU +Sllvf ’ SUUSU . yl
_S’va ’ SUUS’U + Suvf ’ SUUS’U _Suvf ’ SUUSU + S’va ’ SUUSU
- -Vz, Vz, - -Vz,
' S’l)vf ' S’lﬂl,S’IL - S’Iva ' S’I}I}S’IL ! ! S’Iva ' S’UUSU - S’l)vf ' S’MI,SU '
Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket:
U, =S88,-VVf-8,8, —S8S, -VVf 88 —8S -VVf-SS +S8 -VVf-SS, (D.3)
Tf = S?)vf ’ SUUSU - Suvf ’ S?MJS?J - S?)vf ’ SUUSU + S?l,vf ’ S?J?JSU '
Vy, Vy, -V -V, Vy, - Tf Vy, =V, Tf -V,

Ezekkel a matrixszorzatok:

—Vuy. -’i‘f -V, Vi - f' -V,

. Nj . Z_ .ijf
-V, -Uf -V, Vi, -Uf -V, :

7

Végeredményiink ezekbdl az elemi Uy, Tf tenzorokbol épiil fel. Végezziik el (C.4)-ben az

0sszevonasokat, a és vezessiik be:
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P=0,(U+T) +a12(fJ+T)y —-(0+1), D4
Q= (047), +a,(U+T) —(0+1), (D4
Ezekkel a (C.4) a kovetkezd format olti:
Vy -P-Vy. —Vz -P.V
ng yz B yL It B yb dx
2l |=Vy, -P-Vz, Vi -P-Vz, ‘

(D.5)

i

(D.5)-ben a a;;,a;, = a,,a,, mennyiségek az A; (invarians) elemei, de a tobbi mennyiség

még nem invarians. A D = > pl. tartalmazza a normalvektor hosszat, négyzete igy

1
det (J,

7

irhato fel (V.17) szerint:

el
D? = 12 1 2]: 12d2 (D.6)
IN[" [Vznvy, [ |N]|

A (D.6) miatt a (D.3) elemi tenzorokat olyan formaban kell keresniink, amelybdl a
normalvektor hosszanak négyzete kiemelhetd, ¢s a maradék mennyiség invarians, azaz csak a

normal egységvektort tartalmazza.
Ehhez el8szor tekintsiik az U f tenzorok kovetkezo atalakitasat:

ﬁf = S?JSU ’ vvf ’ SUS7J - SUSU ’ vvf ’ SUSU - S?JSIY ’ vvf ’ SUSU + SUSH ’ vvf ’ SUSU

=(s,8,-VVf-S8,8 —SS, -VVf-SS )+(SS, -VVf-88 —8S -VVf-SS )

vu u v

= (SUSU : vvf : SUSU - SUS?J : vvf : SUSU ) + (SUSU : vvf : S?JSU - S?JSU : vvf : SUSU)
=(s,8,—S,8,)-VVf-S,S, +(S,S,—88,) VVf-SS,

= (Svsu -5,8, ) -VVf- (Susv - Svsu) = 7[NL "VVf- [NL = 7|N|2 [HL VVf: [nL
LR

crcr

S,S,-VVf-8S =85S -VVf-SS . A végeredményben megjelent a normalvektor

U u v u-v u-v -

hosszanak négyzete, amely a (D.6) miatt a végeredménybdl kiesik. Eredményiink a

normalvektor hosszatdl mentesitett, s igy invaridns mennyiség:
U, = —[n] -VVf-[n] (D.7)

(D.7) jelentése: a vetitési fiiggvényeket kozelitd masodrendil differencialis mennyiségek.
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Masodszor a T; tenzorok meghatirozasahoz sziikséges fontos lépést egy lemmadaban
foglaljuk Gssze:

Lemma:

A ’i‘f =S,Vvf-s,S,-SvVf-Ss,S, —-S,Vf-S,S, +S,Vf-S, S, specidlisan vdlasztott

uu v uv v U U V0 U
koordinata-rendszerben a kovetkezo egymassal ekvivalens formaban irhato fel:

T, = (v )|N] TN = (W) ([N] V) [N]

Bizonyitas:

v

Vezessiik be a kovetkezd jelolést: f{f =Vf- (SWS“S“ +S,5"S" +8,,8'S" +8 S'S" )

1.) Elészor hatarozzuk meg a Tf és f{f kozotti kapcesolatot. Ehhez induljunk ki a kovetkezd

szorzatbol:

[NL .Rf ~[NL =Vf-S,, [NL . §U§H ~[NL +Vf-S,, [NL . SUsY ~[NL
+Vf-S,, [NL . §vS" [NL +Vf-S,, [NL .§'SY . [NL
= _vf : SU?I,SNS?} + vf : SU?JSUSU + vf : SU’U,SUSU - vf : SM)SUSU
=T,

tehat:

‘R, -[NL (D.8)

Megjegyzés: a (D.8)-ban megtalalt Tf egyébként mar ,,majdnem jo”, de a benne szerepld R /

tényezd nem invarians. Helyette kell invarians kifejezést talalnunk.

2.) A Vf -et bontsuk fel most a kovetkez6képpen: Vf = Vf-8“S +Vf-8°S +Vf-nn.

Ekkor:
R, =Vf-n(n-S, 88" +n-§, 88" +n-8 8" +n-8 88"
+vf ’ Su (S“r ’ SUUSUSU + SU ’ S?M)Susv + S?l, ’ SUUSUS” + S?l, ’ S7«WS’US’U ) (D'9)
+vf ’ SU (SU ’ SUUS”SU + SU ’ SUUSUS?J + S?J : SUUSNSU + SU ’ S?JUSUSU )

Az elsé sorban a zarojeles kifejezés valddi tenzor invarians alakban: bebizonyithato a
koordinatakrol (a skaléris szorzatokrol), hogy maésodrendii kovarians tenzor koordindtaként
transzformalddnak, és ezek a koordinatdk a kontravarians bazisvektorokkal kontrakcioban
invarians mennyiséget képeznek, kovetkezésképpen semmilyen koordinatarendszerben nem
tiintethet6 el. Ezt az invarians masodrendi tenzort masodik fundamentalis formanak nevezik,

a feliillet gorbiiltségét fejezi ki és II-vel jelolik. A masodik és harmadik sorban fellépd
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skalaris szorzatok kifejezheték a Christoffel szimbolummal: S-S, =T\I'S -S ( LY gpq) ,

pl.. S-S, =TI,.8S,-S,+T,. S, -8S,. A tenzoranalizisb6l ismert, hogy mindig létezik olyan
koordinatarendszer, amelyben egy adott pontban a Christoffel szimbolumok eltiinnek. Ilyen —
csak bizonyos koordinatarendszerekben 1étezd — mennyiségek végeredménylinkben (a P és
Q tenzorok!) nem szerepelhetnek. Ez egyszer(i szamolassal igazolhat6 is (Id. kiegészités a

melléklet végén).
Egy ilyen koordinatarendszerben: Rf = (Vf : n>II , ezzel bizonyitottuk a lemma els6
egyenldségét, hiszen (D.8)-ba helyettesitéssel:
T, = (v/-)[N], T[], (0.10)
3.) Hatarozzuk meg most a masodik egyenldség egy tényezojét:

n-([N] V)[N] =n-[(S,8, +88, ~8,8,-88,)S" +(8,8,+88, 8,8

U vTuu uu v u-vu wTu v uv uv-v u 7W

_n[(ss+ss -S,,8, —85,8,,)S, + (8,8, +5,8,, — 5,8 ss)s]

v U v uu uu v u-vu v u uv-v u v

=-n-SSS +n-S SS +n-S SS —n-S SS

vTu U uuTvTvU (AT uTv U

S.S,)

7 71 u-v

Ennek (Vf : n)-szerese megegyezik (D.10)-zel, bizonyitottuk a lemma masodik

egyenldségét is:

T, = (V/ n)n-([N] V) [N] (D.11)
Ezzel bizonyitottuk a lemma allitasat.
1 -
Hatarozzuk meg mosta 1y = |N_2 T, ¢értékét az elsé (D.10) egyenletre:
T, :f(Vf-n)[nL-II-[nL (D.12)

A (D.12) ¢és (D.10) abban kiilonbozik, hogy a normalvektorok helyére normal egységvektorok
kertiltek. Végezziik el ugyanezt a helyettesitést a (D.11)-en is:

1, = (9f n)n-((n] V) [a], D.13)

Ezek az egyenletek mar csupa invarianst tartalmaznak, tehat minden koordinatarendszerben
igaznak kell lennitik. A (D.12), (D.13) jelentése ugyanaz: a megfigyelt feliilet gorbiiletét leird
masodrendt differencialis mennyiségek, de a (D.13) direkt moédon a normal-egységvektorral

adott.

20 Itt hasznéltuk az Einstein 6sszegzési konvenciot.
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Osszefoglalva eredményeinket megkapjuk a (V.29) formulat:

U, =[] v/ [a]

1, ~ (97 a)[n-((a], V) o] .14

Az eredmények levezetéséhez egy kiilonleges 1épést hasznaltunk, nevezetesen: specidlis
paraméterezés melletti egyszertsitett egyenletekbdl indultunk ki, amely paraméterezéstdl
fliggetlen részét — amelynek minden koordinatarendszerben igaznak kell lennie — tartottuk
meg. Hogy csak ez a rész szamithat, alljon itt a kovetkezd példara: a gémb szokasos
paraméterezése mellett a délkor pontjai ilyen specialis koordinatarendszer alkotnak, és ott
minden 1épés (a koordinatafiiggd is) igaz. A (D.13) viszont nem tartalmaz semmi, a
koordindtarendszerre utald mennyiséget; és a gdmb minden pontja egyenértékili, tehat

koordinatazastol fiiggetlen mennyiség minden pontjaban ugyanazt kell, hogy jelentse.
A masik megjegyzés, hogy a fenti formula helyett — alternativ megoldasként — specialis
konstrukciohoz is folyamodhatunk a T; kozvetlen kiszdmitdsa érdekében. Ezt mutatjuk be az

E mellékletben. A kétféle modszer természetesen ugyanazokat az eredményeket szolgaltatja.
Kiegészités
A (D.9) masodik és harmadik sora a R s tenzor érintésikra vett vetiilete:

R|, =Vf-8(S,-S,8S" +8,-8,8S" +8,-8,8S" +§,.8 8'S")
+V/-8"(S, -8, 'S" +8, 8,858 +8,-8,8" +8,-8,8'")
= Vf|T . (SWS“S“ +8,8"S" +8,8S" +8,8'S ) (D.15)

jelolés

— vf|T.r

uu uv U

Itt a I' jelolés utal a mennyis€g nem tenzor jellegére. A (D.4) kifejezések érintdsik

vetiiletének kifejezésében minden tagban a vetitési fiiggvények gradiensének érintdsik
vetiilete all ugyanazzal a mennyiséggel ( I'" = [NL I [N]X) szorzatban. Ezen kozos
tényezd kiemelésével pl. a

(137 fJ)|T = (all VIZ|T +ay, Vyi|T - ij|T)~F* (D.16)

A Vz,

s V¥l VT, ‘T mennyiségekbodl a dz;, dy, és dx; skaldris szorzattal (a nem zérd

du vektorral) allithatd eld, azokra viszont a lineéris transzformacid érvényes (mivel az

érintésikban maradtunk és a vetitési fliggvényeket elsé rendben kozelitettiik), formalisan:

0= a,,dz; + apdy, —dz; = (au Vz, |T + a,, Vy, |T — Vaz, |T ) - du (D.17)
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Kovetkezoleg (D.17)-ben a zardjeles kifejezés z¢Erd, és visszafelé a (D.15) tipusu kifejezések
a P és Q tipusu 0sszegekben — mint amilyen a (D.4) is — kiesnek. Ez sziikségszerii, ugyanis
az (V.24) egyenletben szereplé mennyiségek tenzorokként transzformalddnak (azaz csupa
invarians mennyiségbdl éplilnek), igy az atalakitasukkal sem kaphatunk olyan kifejezést,
amely a nem-invaridns Christoffel szimbolumokat is tartalmazza. Kovetkezésképpen

végeredménylink csak olyan kifejezés lehet, amely kifejezésben a Christoffel szimbolumok

eltinnek.
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E. Kvadratikus transzformacio konstrukcioval

A (D3)ban definialt T, =S,Vf-S,S —S\Vf-S,S ~SVfSS, +SVfSS

uw v uv v U U U

mennyiség eldallitasara toreksziink. A konstrukcido azon a megfigyelésen alapul, hogy a

feliilet adott p pontjaban az érintésikban tetszélegesen definialhatunk két vektort: S, S, ,

u v
amelyek a lokélis paraméterezés bazisaul szolgéalnak. Ebben a rendszerben valaszthatjuk a

kovetkezd, specialis paraméterezést:

S(u,v):guquSl,qunw(u,v) (E.1)
Az ilyen feliras neve Monge patch. A w ( (2 v) fiiggvény a ,,feliilet az érintdsikbdl nézve”. A

p pontban definialt S“, S , n lokalis koordinatarendszerben a w értéke, és az (u,v)

v
paraméterek szerinti elsd parcialis derivaltjai is nullak:
w(0,0) =0, w,(0,0) =0, w,(0,0)=0 (E.2)

Ezekkel meghatarozzuk a feliilet (E.2) alakjanak elsé parcialis derivaltjait a p -ben:

Il
U

S?l, u
N (E.3)

v

S

(0,0) =S, +nw, (0,0)
(0,0) =S, +nw, (0,0)

=S,, S, =S,, azaz a lokalis bazisvektorok jellésére

v v

Varakozasunknak megfeleléen S

feliilhullamozas szilikségtelen, hasznalatuktol a tovabbiakban eltekintiink. A masodik parcialis
derivaltak:
uu (O’ O) = nwuu (O’ O)

,0

w(0,0) =8, (0,0)=nuw, (0,0) (E.4)
w(0,0) =mnw,, (0,0)

w»n »n w»n

A masodik parcidlis derivaltak csak normalvektor iranyt komponensekkel birnak. Ebben a
paraméterezésben egyébkénta S, S, =T 7S -8  képletben szereplé Christoffel
szimbolumok mind eltiinnek. A (D.9) felveszi specialis alakjat:

Q, =V/ n(n .S, S"S$" +n-S, 8'S" +n-S, S'S" +n- Sss) =(Vf-n)I (E.5)
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Ezzel a T; tenzor (D.12) alakja mar egyszeriien meghatdrozhat6, az n - S, stb. mennyiségek

az (E.4) szerint a w,, (u,v) fiiggvény masodik derivaltjai az u = 0, v=0 pontban. Ezeket a

mennyiségeket a masodik parcialisok kozelitd képleteivel hatarozhatjuk meg:

[w(e,0)—2w(0,0) + w(—¢,0)]
w,, (0,0) ~ é[w(e,a) + w(—a,—a) —w(a,—a) — w(—a,a” (E.6)

) ~ %[w(o,fs)— 2w(0,0) + w(O,—E)}

S
IS
S
—
=
jen)}
~—
Il

g
s
S
—_
=
e}
™

a w fuggvény értékeit az (E.1) szerint hatarozzuk meg: az £S e, S, pontokbdl a

normalvektor irdnydban egyenest inditunk. Ez a keresett vektorunk kezddpontja. Az
egyenesnek ¢és a feliiletnek a doféspontja jeloli ki a keresett vektor végpontjat. Az igy kapott
vektor hossza lesz a keresett fiiggvényérték. Utolso 1épésként még egy normalasra sziikség

van:

1 .
T, = —T,,

N|=|s, x8,| (E.7)

A gyakorlatban valaszthatunk ortonormalt koordinatarendszert is, és akkor a normalasi

Iépés elhagydsaval rogton a T, tenzort kapjuk. Egy tetszdleges, de a normdlvektorral nem

parhuzamos V € R? segitségével:

Y |n><V|nXV’ S,=nx8§, (E.8)

A 'V praktikusan a standard bazis vektorai koziil keriilhet ki: V € (i, J k).

A fenti konstrukcié hasznalataval egyébként az (V.28) végeredmény (U + T) /
mennyiségei igy is irhatok:
(U+T), = ~[n] -(VVf+1):[n] (E.9)
(E.9) jol mutatja, hogy a képrészletek megfeleltetését a feliilet gorbiiltsége: II ¢és a
perspektivikus hatas: VVf szuperponaltan (additivan), egyenrangti hatasként alakitja.
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Absztrakt

A variacios modszerek tobb szaz éven keresztiil kiszolgaltak a kiillonb6zo tudomany-
agakat. Ma is akkor tekintheté matematikailag leginkabb megalapozottnak egy elmélet,
ha az variacios elvekbdl indul ki és a problémahoz rendelt funkcional extrémumat
szolgaltaté differencialegyenletek alkotjak alapegyenleteit. A variacios elvekbol
szarmaztatott egyenletek ugyanis tobbet fejeznek ki lokalis kapcsolatoknal: a
kolesonhatasok lokalis jellegének megtartasa mellett az egész rendszerre vonatkozo
globalis elvek érvényesiilését is garantaljak. Ezek az elvek altalaban megmaradasi,
minimalizalasi elvek.

Kozel harom évtizede a gépi latas eszkoztaraban is megjelent a variacios probléma
megkozelités és jelentés sikereket ért el majd’ minden lényeges teriileten, a felmeriil6
problémak analizisének egyik legmegbizhatobb eszkozeként.

Ez az értekezés a gépi latas variaciéos modszereinek harom fontos teriiletét érinti,
amelyek a téziseket is alkotjak. Az elso — az egyik legrégebbi teriilet, ahol a modszer
meghonosodott — az optikai aramlas, ahol a normalizalt keresztkorrelacio Lagrange
filggvénykeént valo alkalmazasanak kovetkezményei elméleti és gyakorlati szempontbol
is elemzésre keriilnek. A masodik, a napjainkban talin legintenzivebben kutatott teriilet
az aktiv kontiurok, ahol a pontbeli és a régi6o alapu modszerek bizonyos szempontok
szerinti elonyds tulajdonsagait 6tvoz6 modszer Kidolgozasara és elméleti analizisére
keriil sor. Végiil a harmadik téma egy variacios, tobbkameras 3D rekonstrukciohoz
kidolgozott megfeleltetési formula, amely a szokasos projektiv geometriai
kameramodellen alapulo oOsszefiiggéseknél sok tekintetben altalanosabb: figyelembe
veszi a megfigyelt objektumok gorbiiltségét is, altalanos vetitési fiiggvények feltételezése
mellett.
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Abstract

Variational methods have been supporting many disciplines for hundreds of years.
Theories based on differential equations derived from variational principles are still
considered the most established ones. These equations express more than local
relationships: while keeping the relations local, they guarantee certain global system
properties. These system level characteristics usually come from conservation and
minimisation principles.

In machine vision, variational methods have been used for about three decades and have
attained great success in most relevant fields. These methods have become one of the
most reliable tools of machine visions.

In this dissertation, we consider three important fields of variational machine vision.
One the oldest areas where variational methods were applied was the solution of the
Optical Flow estimation problem. Addressing this problem, we analyse theoretical and
practical consequences of the use of cross-correlation as the Lagrangian in the energy
functional. Our second topic is the methodology of Active Contours, an intensively
investigated area nowadays. We study theoretical and practical aspects of a novel local
region based Active Contour approach, which is an efficient combination of local and
region-based methods. The third topic is the analysis of a sophisticated image
correspondence formula we have derived for variational multiview 3D reconstruction.
Our second order transformation is more general than the widely used pinhole camera
based correspondence mappings, as it takes into account the observed object’s curvature
in addition to the approximation of general projection functions.
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